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OBERFLÄCHENSPANNUNG  UND  THERMODYNAMIK  DE8  IDEALEN  GASES~ 
( 1) 
Die Eigenwertgleichung 
ci"  ('diä  +  1~)'f~(X') 
mit  (vorgegebener)  Randbedingung  auf einer  (meist  geschlos-
senen)  Fläche 1tO  für die  Eigenfunktionen  'f." <.  x}  dient in der 
theoretischen  Physik unter  dem  Namen  "freie  Schwingungsglei-
chung"  zur Beschreibung der in der Natur  so  zahlreich  auf-
tretenden stationären Schwingungen.  Sie  ist in mehreren Ge-
bieten der Physik Teil  des  mathematischen  Fundamentes,  auf 
dem  nach Erweiterung  von  (1)  durch spezifische-Terme  das  Ge-
bäude  der  jeweiligen  Theorie  errichtet wird:  durch  Hinzufügen 
eines Potiential  termes ·~:t-.f.·1fon  wird  (1)  zur  zeitunabhängigen 
Einteilchen-Schradingergleichunß der  Quantenmechanik;  die 
En~rgie dieses  Teilchens ist dabei }.",=!t.  11'\  •  In der Akustik, 
ebenso  wie  in der  Theorie  des  Hohlleiters und  des  Strahlungs-
hohlraumes  als  auch  in  der  Gezeitentheorie  beschreiben  die  .  . 
Eigenfunktionen  \r~l~)  die  Ortsverteilung der Amplituden  der 
stehenden 8chall- bzw.  elektrischen,  magnetischen  oder Gezei-
tenwellen;daher werden  sie  auch  Wellenfunktionen  genannt. 
Lasungen  des  Randwertproblems  (1),  d.h.  die  explizite 
analytische  Angabe  aller Wellenfunktionen und Eigenwerte, 
sind  jedoch nur für wenige  spezielle  Randbedingungen  gefun-
den  worden,  so  für die  Fälle,  daß  entweder. ,[",(>()  oder  aber 
dlf",(~0x' auf der Fläche /;\,0  gleich einer vorgegebenen  Zahl ist 
und  [,W  als Oberfläche  eines  Quaders,  einer Kugel  oder ei.nes 
Zylinders beschrieben werden  kann.  Wird  die  Randbedingung 
dagegen  auf einer beliebig gestalteten Fläche  ohne  solche 
besonderen 8ymmetrieeigenschaften vorgegeben,  so  kannen Ei-
genwerte  und  Eigenfunktionen nur einzeln und numerisch  er-
rechnet werden. - 4  -
Für  den  Aufbau  der  Thermodynamik  eines in dem  von  der 
Fläche -uD  umschlossenen  Hohlraumes  1/)  befindlichen  idealen 
Gases  - und  damit  auch  für  die  speziellen Anwendungen 
"FermigR.s-Modell "der Kernphysik,  'llheorie  der Metallelektro-
nen  und  Theorie  der HohlraumstrAhlung - werden  jedoch  nicht 
die~enauen numerischen Werte  der Eigenwerte  und  -funktionen 
ben5tigt,  sondern  es  muß  lediglich der mittlere  Verlauf  der 
Zustandsdichte~(~)  - d.i.  die  Zahl  der Zustände,  deren  Ei-
genwerte  im  Intervall  (~I  ~ +  cL~]  liegen - für grosse  ~  mög-
lichst genau bekannt  sein. 
Nun  scheint der mittlere Verlauf der  Zustandsdichte~(~) 
für  große~ bemerkenswert  unabhängig von  der genauen Gestalt 
des  Hohlraums W zu  sein:  so  fAnd  H.Weyl1  in den  Jahren 1907-
1915,  daß gC~)  in erster Näherung  .c in 1-1.)  einfach  dem  Volumen 
V  des  Hohlraumes  W  proportional  ist. Diese  Eigenschaft von 
15(1)  wurde  zuerst von  R.H.Fowler'2  (1927)  für  den  Aufbau ei-
ner quantenstatistisch begründeten  Thermodynamik  idealer Gase 
ausgenutzt.  Jeder Eigenwert  ~  wird  dabei  als  von~(~ Teilchen 
besetzt betrachtet;  die Besetzungszahldichte  J(~)  hängt  ab 
von  der Wahl  der Statistik,  der. die Teilchen  des  betrachteten 
Gases  ~enügen sollen  - d.h.  ob  es  sich um  ein Bose-,  Fermi-
oder  "Boltzmann"-gas  handelt - sowie  von  äusseren Parametern 
~  .. 
des  Systems  (zum  Beispiel der  Temperatur T  )0 ~~=~.\" ist die 
Energie  eines einzelnen  Teilchens;  die Energie· des  Systems 
wird  dann 
(2) 
oll 
E  = f  J>..  .)..,.  ~()J' V 0\) 
11 
(über die  mathematischen  Voraussetzungen  für  die  Gültigkeit 
von  (2)  siehe  Kap.1a)).  Eine  moderne  Darstellung der Fowler-
sehen  Theorie  ist z.B.  von  E.Schrödinge~gegeben worden. 
------------------------------ - - - - - - - - -
1 H.Weyl,  Diss.  Göttingen,(1907)i- Math.Ann.66,273ff.,(1908)j-
Gött~Nachr.37~64(Nachr.d.KgI.Ges.d.Wiss.Gött.,math. 
phys.Klasse),(1909);- Math.Ann.68,22off.,(Habilitati-
on) ,(  1910) ; - Gött  ~ N  achr.  q·43ff , ( 191 0) ; - Math. Ann. 71 , 
441ff,(1912);- J.r.+a~Math.1ff,(Über die  Abhängigkeit 
der Eif,enschwingungen  einer Membran  von  deren Begren-
zung),(1912);- J.r.+a.Math.177ff.(Ubir die  Randwert-
auf~abe der strahlungs  theorie und  asymptotische  Spek-
tralgesetze),(1913);- Rend.circ.math.pal.XXXIX,(Das 
asymptotische  Verteilungsgesetz  der Eigenschwingungen - 5  -
Fowler nimmt  das  ideale Gas  als in ganz  LV  homogen  an. 
Die  Teilchendichte g< xl  sei also überall in  W  konstant 
gleich  So  •  Dies ist zwar  mit  einer komplizierten  Randbe-
dingung4  an die Wellenfunktionen erfüllbar.  Jedoch allein 
die  Randbedingung  ~/( x) ",0  für )\(- ~W  - die  physikalisch  eine 
ideal reflektierende harte  Wand  beschreibt - gewährleistet, 
daß  das  Gas  nicht  entweicht  (Teilchenstrom durch VW  gleich 
Null).  Unter dieser Randbedingung  fällt jede Eigenfunktion 
~~(X)  der freien öchrödingergleichung  (1)  stetig und mit un-
terschiedlicher Steigung zur Potentialwand hin zu  Null  ab 
(und  zwar mit  .'1>:.  ,  sofern die  Krümmung  der Potentialfläche 
klein gegen 'f);·fi'  .. de.":/7:1r  ist). In einer gewissen Oberflächenschicht 
ist also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit  der  Teilchen 
systematisch umso  größer,  je energiereicher sie  sind,  ehe 
sie Null  wird.  Daher ist das  im  Innern homogene  Gas  in der 
Oberflächenschicht  inhomogen;  denn einerseits fällt die  Teil-
chendichte  g(~)  stetig zu Null  ab,  andererseits ist dort das 
Gas  (bezogen  a~f die  Teilchendichte)  relativ gesehen  energie-
reicher.  Verglichen mit  dem  Fowlerschen  Ansatz  sollte  also 
die  Zustandsdichte t?(,>')  im  Mittel kleiner sein  und  zwar  umso 
mehr,  je größer die '''benetzte  Oberfläche"W von  ~O  ist.  Es 
kann  vermutet  werden,  daß  sich SO,)  'yon der Fowlerschen Ener-
giedichte  um  einen zu W proportionalen Summanden  unterschei-
det.  Tatsächlich ist von  W oJ.Swiateck1·sowie  von  P.J.Hill und 
J .A. Wheeler6  -für':~(}\)  für asymptotisch  große  A  der Ausdruck? 
I 
.  8  9  vermutet  und  v  n  ElHilf  und  G.Süßmann  numerisch begründet 
i 
worden  j  (L iso  die mittlere totale Krümmung  yon 110 ,siehe 
" 
Kap.1,a). 
------------------------------ - - - - - - - - -
eines beliebig gestalteten elastischen Körpers),(1915). 
2R.H.Fowler,  Statistische Mechanik,(1927) ,neu herausgeg.v.O. 
Halpern,1931.  orig.:Cambridge Univ.Press. 
,3E.Schrödinger,  statistische Thermodynamik,  JohoAmbrosius Barth-
,  Verlag,  Leipzig,(1952). 
4 'P  .. (x) =t(l{lA(x)  +XIA(~))  mit  Lf\A()()  -;::  x~ct) ::.  0  falls  X  €:  UO. - 6  -
Mit  dieser quantenmechanisch korrekte  ren Zustandsdich-
teformel  (3)  werden  wir,  ausgehend  von  der  großkanonischen 
Zustandssumme,  die  Thermodynamik  räumlich begrenzter idealer 
Bose-,  Fermi- und  Boltzmanngase  ~eu aufbauen.  Dabei ist eine 
genügend  große  Teilchenzahl{'~  des  Systems  Voraussetzung:  es 
muß  (b  rr't 1\1 t? '>'> 1.  gelten. 
Wesentliche Ergebnisse  sind:  die  idealen Gase  zeigen 
eine  Oberflächenspannung 0  ;  der numerische  Verlauf  thermo-
dynamischer Größen  (wie  zeB.  spezifische Wärme,  innere Ener-
gie, usf  .. )  weicht  von  dem  für das  klassische  ideale  Gas  be-
kannten Verlauf ab. 
Diese rein  quantenmechanisch bedingten Effekte  sind i.a  • 
. proportional  zu  ~ : 
Wefen  der numerischen Kleinheit  des  rationalisierten Plank-
sehen  Wirkungsquantums~  sind diese Effekte  ausserordentlich 
klein,  ausser für· Teilchen sehr p;eringer Masse  VVl,  sowie· für 
sehr  ~eringe Volumina  V ,  f,roße  OberflächeVJ und  i.a.  für 
. kleines  chemisches  PotentialfA'0. 
------------------------------ - - - - - - - - -
5W.J.Swiatecki,  Proc.Phys.Soc.A64,226ff.,(1951)j- Proc.Phys. 
Soc.A68,285ff.,(1955)j- Phys.Rev.98,203ff., 
(1955). 
6p.J.Hill und  J.A.Wheeler,  Phys.Rev.89,1125ff• ,(1953). 
7Dort  werden  nur die  Integrale N '"  )r~l's(~H:J('\->") und E.;  ~()~~·~·'5W·G().-)'·) 
behandelt.  Sie  entsprechen Teilchenzahl  und Energie  eines 
Fermionensystems  roi t  der Fermienergie >-.  unq.  der Temperatur T::: (). 
Es  ist daher einfach  SC>..)  =dNIJA  • 
8  .  E.Hilf,  Diplomarbeit,Inst.f.theor.Phys.d.Univ.Frankfurt/M., 
(Uber  den  Oberflächenterm  der  Gesamtenergie  der  Atom-
kerne  nach  dem  Fermigas-Modell),(1963). 
9E•Hi1.fund G.Süßmann,  Phys.Lett.Vol.21,No.6,1.July,S.654ff., 
(Surface  tension of nuclei according 
to  the  Fermi-gas model),(1966). - 7  .... 
Eine  Anwendung'der  Theorie  erscheint  demnach  u.a.  auf 
folgende  physikalische  Probleme  sinnvoll und  möglich: 
.1)  Oberflächenspannung schwerer  angeregter Atomkerne,  z.B" 
für hochenergetische  Kernspaltung. 
2)  Eigenschaften der Metallelektronen  in Subminiatur-
bauelementen. 
3)  Strahlungsverteilung in sehr kleinen Hohlräumen bei 
tiefen Temperaturen. 
4)  Phononensysteme  in Kristallen. 
Die  Zustandsdichteformel  (3)  kann u.a o  verwandt  werden  für 
theoretische  Abschätzungen 
5)  der  Anzahl  der  "modes"  bei Masern  und  Lasern  und 
6)  in der Akustik der  Anzahl  der nichtharmonischen Ober-
töne  pro ~requenzintervall (vor  allem)  komplizierterer 
Klangräume,  sowie 
7)  der Hohlraumabsorption sehr kurzer elektromagnetischer 
Wellen. 
Wir sind gespannt,  ob  und  aus  welchem  Gebiet  der Physik 
experimentelle Bestätigungen von  Vorhersagen bekannt  werden, 
~ie sich mit Hilfe  ~er hier ausgearbeiteten Theorie  ableiten 
lassen.  Wo  werden  die hier behandelten  quantenmech~nischen 
Oberflächeneffekte  von  Systemen wechselwirkungsfreier Teil-
chen eine  Rolle  spielen? - 8  -
B  !~§'!!!f'~~ng_g~~.:.g1.:!~n~~nm~Qh9n!§Qh~~LQQ~f'f1Qgh~!g~:Qg~r!-'lng  ------------- ----------------------------------------
auf die  Thermod~namik des  idealen Gases.  ===============-======================= 
a)  !!nfühE~!2g_~!!~ Met~g. 
Wir betrachten ein ideales Gas,  das  in  einem  Hohlraum 
eingeschlossen sei. 
Die  Wahl  der  Ges~al.!!.  des  Hohlraumes W ist freigestellt, 
sofern nur asymptotisch die  Zustandsdichteformel  (3)  gilt. 
Die. Wand  des  Hohlraumes  sei für die  Teilchen des  Systems  ide-
al reflektierend und  hart.  Eine  genaue  hinreichende  und not-
wendige  Forderung  an die Gestalt  von  ~  für die  Gültigkeit  von 
(3)  ist nicht bekannt.  Die  in  der Physik auftretenden  Ge-
staltformen sind  jedoch  schon  in  der hinreichenden  Forderung 
enthal  ten:  11  die  ~eschlossene Oberfläche  lM7  von  ~O  bestehe 
. aus  h6chstenS  endlich vielen stetigen Flächenstücken  be-
schränkter Krümmung  ){.  ,  (0 ~ )( t. Cl()),  welche  mit  höchstens  end-
lich großen  Flächenwinkeln  aneinanderstoßen  dürfen";  Kugel, 
Zylirider,  Torus  und  Würfel  sind einfache Beispiele  für  W  , 
die diese  Bedingung erfüllen. 
In die  Thermodynamik  des  idealen Gases  geht die  Gestalt 
von tO  über die  Größen  Volumen  V  ,  Oberflächeninhalt  \N  und 
mittlere  totale  Krümmung  L  ein,  welche  als Integrale  über 
die Oberfläche VW  von W definiert sind: 
(6)  ~ 
1  1  --\  l :=  (~+  R  ) -I J W  I  • 
1  ~ 
---.:. 
Rl,  und.  R2.  sind  die  Hauptkrümmungsradien des  Flächenstückes J....W. 
Als  ideales  Gas  wird  üblicherweise  ein  System  vonN  Teil-
chen bezeichnet,  deren  Teilchen untereinander wechselwirkungs-
frei sind  und  lediglich durch  ein  gemeinsames  äusseres  Po-
tential gebunden  werdene  Die  Schrödingergleichung  für  das 
Gesamtsystem zerfällt dann  in N Einzelteilchen-Schrödinger-
gleichun~en  •.  Speziell für das  besonders  einfache  Potential 
{von  gleich Null  für te.-W  ,sonst gleich  oo},  gehorcht - 9  -
jedes Teilchen einer Gleichung  (1)  mit der  Randbedingung 
lf CO,;: 0 für  -:t:  E W • 
Bemerkenswerterweise ist die  freie  Schrödingergleichung 
(1)  nach  Übergang  zu  der dimensionslosen Variablen  rl.:-:::;  -1;  /V"'/5 
invariant gegenüber Ähnlichkeitstransformationen  11 
(7)  <:  'e: 2~ .\lU"; . e 
l.",'  .~  VI 
denn  es  istllx=x':::::Q.')(';  folglich1['ulx=J.x':;;:a·r.lxund  wegen  (6) 
1fV  :: V':::  0.. .... V  ~  Q:::: (V'/vt'1.>  ;  und  daher  ;J..'  =  11~  ::  ot 
(8) 
Das  ~  ... -Spektrum  [Ci  .... !,  ~  ...  ~l ~ ,,,,)  ,  . df?r  Eigenwert  jedes  Zustandes 
~ei dabei  einzeln gezählt]  ist also  un~bhängig vom  Volumen 
V  des Hohlraumes,  nicht  jedoch  von  der Gestalt.  Als  unab-
hängige  Variable  zur Beschreibung von  W  benutzen  wir daher 
neben V meist nicht Wund  L ,  sondern die  dimensionslosen 
Gestaltparameter  vJ :=W/Vll~ und  C·::!. LI  V  1./':.  •  Eine  Ähnlichkei ts-
transformation~  entspricht dRnn  gerade  einer Änderung  von 
W bei festgehaltenem l.It  und e , denn fftO= W' ,ffv :::V',1>1H 1\(tol(O "IW'/) "r:.r,n. 
Es  ist nun  naheliegend,  für alle  thermodynamischen  Grö-
ßen  in analoger Weise  dimensionslose  Größen  zu definieren. 
Es  wird  sich  zeigen~ daß  diese  neuen Größen  für ideale  Gase 
nicht  mehr explizit von V  abhängen ,- und  daß  dieses  gerade-
zu  als Definition eines idealen  Gases  ausgenutzt  werden  kann. 
Wir  definieren die neuen dimensionslosen  Größen  mit  Hil-
fe  der bekannten Größen  Druck  p  ,  Temperatur T  ,  Entropie 5, 
freie  Enerp;ie  F  ,  Enthalpie H  ,  freie  Enthalpie  G ,Teilchen-
zahl  N ,  innere Energie Usowie  M ,  dem  ch~mischen Potential 
(welches  in der Literatur meist  mit f'  oder k·r ~o~  ~  bezeichnet 
wird)  und  der Boltzmann-Konstanten  k  wie  folgt: 
Tl;  IJ..  ~  ~  fA  f..:C  ,/,.1:  i  'Zw.  \j'l..f? 
(9)  ~T:= p:= ii:=c;:= F:= 1'1  := S·T  ,:::  lJ!T:= e:=  t:\.' 
also J:>:S!h.undr=If!!It;  es ist ~;,:-F/T =  b..eo~l.. 
ist die  großkanonische  Zustandssumme.  Sei  irgendeine  dieser 
.  dimensionslosen  Größen  durch h,  die  zu€l;ehörige  ursprüngliche 
durch B charkterisiert,  so gilt 
(10) - 10  -
Das  !deal~Ga~ beschreiben wir durch  Angabe  der Gestalt-
parameter  V ,~  und  l  des  einhüllenden Hohlraumes W,  des 
~~ -Spektrums  (der Eigenwerte  der Eigenzustände)  und  der 
mittleren Besetzung?zahl  V  dieser Eigenzustände. 
(11) 
- '1  t'l  -1 
V ( !',  X)  ~ [ 1  'e  -.,  t  1 
mit  ~ :=~(MA.k;r»);  'I.  : =lJfIr
l 
::;"f7<k.T~.  Für Bosonen,  d .. ho  Teil-
ehen,  die der Bose-Einstein-Statistik genügen,  ist  l  =  + 1  zu 
wählen.  Es  ist 0  ~ '3  ~ 1.  und  0 f:  v  ~ OJ  •  Für  Fermionen,  das  sind 
Teilchen,  die der Fermi-Dirac-Statistik genügen,  ist  L=- 1 
zu wählen.  Es gilt 0 s  'S  {,  OQ  und  0  ~ y  ~  1..  •  Der klassische  Grenz-
fall beider Statistiken ist gleich;  es  ist die  bekanhte  Boltz-
mann-Maxwell-Statistik,  der klassisch behandelte  wechselwir-
kungsfreie  Teilchen genügen.  Für diese  "Boltzonen"  ist in  (11) 
L =0  zu  setzen) und  es ist  o!o.")  ~ 00  ,  0  {,.  v  f.  00  • 
Ziel dieser Arbeit ist es,  für  endliche  Temperaturen das 
thermodynal!lische  Verhai ten des  in einen Hohlraum  lO  einge-
schlossenen  quan-benmechanisch  zu  behandelnden  idealen Gases 
-zu studieren.  Wir  werden  uns  dazu  die  Temperatur;  das  Volu-
men  (und  die Gestalt von  t()  durch wund e ) sowie  die Teil-
chenzahl  vorgegeben  denken  und  von  der  großkanonischen  Ge-
samtheit  ausgehen.  Aus  der großkanonischen Zustandssumme  ist 
dann  zunächst  das  thermodynamische  Potential F  (die  freie E-
n~rgie)  bestimmbar '.  für welches  die  vorgegebenen Variablen 
T  ,  V  und  N  gerade  die  sog.  natürlichen Variablen  sind. 
Die  übrigen  thermodynamischen Potentiale  und  Funktionen fol-
gen  dann  in bekannter Weise. 
Die  Darstellung der Ergebnisse  kann nicht  immer  sehr 
explizit sein,  denn  es  treten  schon bei der Behandlung  homo-
p:ener  idealer Gase,.  (siehe  R.H.Fowler2,3 u.a.)  die  bekannten  -
i.a.  nicht  ges  hlossen lösbaren  Integrale  lM(~)  auf  (s.An-
hang  1).  Bei'  en hier behandelten  inhomogenen Systemen  tre-
ten zusätzlich  wei~ere Integrale gleichen  Typs  auf,  die  so-
gar von  etwas  einfa~herer Struktur sind.  Dafür benötigen wir 
jedoch die nur  semikonvergenten  Reihenentwicklungen der  1~(1) 
nicht nur bis  zum  .ersten,  sondern  teilweise bis zum  dritten 
Glied. - 11  -
Als  einfaches Beispiel  berechnen wir  jetzt N und  U 
(Teilchenzahl  und  innere  Enerp;ie)  direkt  aus  (11),  um  rasch 
einen Einblick in die Struktur der zu  erwartenden Ereebnis-
se  zu haben. 
Sei mit M(e}  die  Zahl aller Eigenzustände 
deren  Ei~enwerte  eK  kleiner als'e  sind.  Dann 
N  und  l.,{  als Stieltjes-Integrale schreiben, 
(12) 
.  10  und  . 
.  00  (.() 
N  =::  .L  i7 (e",')  =»  v(e)' olM (e.)  =:: 




( 13)  -.:::  ~ e.·JNCe.) 
e==ö 
M(~ ist nun  zwar  monoton,  doch  mitnichten  stetig.  Daher ist 
eine Ersetzung tU-He)  :=  rs(e)  c{e  mit  ~(E') =dM /J..e  ohne  Sinn,  da 
~(e)  eine  hochgradig singuläre nichtmonotone'Funktion  ist: 
die  Funktionaldeterminante ist nicht erklärt.  Wir  ersetzen 
aber  Mte) durch  seinen mittleren Wert  pr Ce)  mit JMlc<e  =  ~(e) und 
~(e) aus  (:;)  ~  fee)'  ist stetig differenzierbar' und  monoton  (so-
-th)  gar einfach ein Polynom  in e  :  für diese Mittelwerte  folgen 
aus  (12)  und  (13)  die  bekannten Integrale 
( 14) 
PlI 
N ::::.  {Je. V  (, e)' q  Ce) 
00 
lA.  ==  )  J..~. VCc)- ~(€)'e 
E' "''' 
Wegen  (3)  sind  dies  Summen  von  Integralen  vom  Typ 
/Xl 
1  v... (  '))  ::::.  {  Gl~.  '1;"',  v  ("~( x) 
o 
Diese  bekannten Integrale werden  wir  also  zur  D~rstellung der 
Ergebnisse  dieser Arbeit benötigen.  Nach  Einsetzen der in An-
hang  1  angegebenen  (z.T.  semikonvergenten)  Reihenentwicklun-
gen  für  J~(1)  und  Ordnen  der Glieder nach  gleichem  asympto-
tisehem  Verhalten bestätigt  sich,  daß  einige  Reihen  bis  zum 
dritten  Summanden  benötigt  werden. 
------------------------------ - - - - - - - - -
10In  dem  Spezialfall .(T=O  ,  Fermigas),  der  in~ behandelt 
worden  ist, ist v  =  GCE'r.-e),  folglich oLR  -:::.  oI.N  ,  falls e  &;  et:  j 
e~  ist die Fermienergie.  Hier lässt sich  (13)  durch parti-
elle Integration direkt auswerten: 
.  U.  ~('~  df\/ (e.)  • e  ::::  e P  •  N  - ~ ~e  . N  (e.) 
Cl  t·  () \!' 
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Für alle  folgenden  Rechnungen  ist Voraussetzung, . daß 
die  Teilchenzahl  as;vrnptotisch groß ist.  Damit  wird  gewähr-
leistet: 
1., daß  die Zustandsdichteformel  (3),  von  der wir  ausgehen, 
sicher gültig ist;  und 
2.,  daß  die  aus  der großkannonischen Gesamtheit  gewonnenen 
Ausdrücke  für  thermodynamische  Potentiale  und  Funktionen 
(wie  z.B  ..  die  Entropie S  )  übereinstimmen  mit  Ausdrücken  für 
die  ~leichen Größen,  die  aus  ir~endeiner anderen  Gesamtheit 
(es gibt deren  ja unendlich viele  11n;)  gewonnen  worden  sind. 
Praktisch werden  die  Ergebnisse  auch  in guter Näherung 
für endlich große N gültig se in,  denn 
1.  haben  wir in8,9 gezeigt,  daß  bis herunter zu  sehr kleinen 
. N  die  Zustandsdichteformel  (3)  den mittleren Verlauf der Zu-
standsdichte richtig wiedergibt,  und 
2.  ist die  Differenz  zwischen den  aus  verschiedenen Gesamt-
heiten gewonnenen  Ausdrücken  für  irgende:i.ne  thermodynamische 
Funktion  für  große N  klein  gegen  den Hauptterm ;  z·.B..  ist die 
Differenz der aus  der kanonischen  bzw.  mikrokanonischen  Ge-
J---' 
sarnthei  t  gewonnenen Entropieausdrücke  S~. - S"'\(.  c! ~.~o~  v3rrN  klein 
gegenüber  S  C:!.  ~. N •  D.urch  Berücksichtigung der Gestalt  von \.0 
durch die Parameter IN"  und  e treten  im  Ausdruck für 5  noch 
rV N1/3  "'1
1/3 
Terme  hinzu,  welche  bzw.  ~I'  sind.  Wir  müssen  also 
zumindest  verlangen,  daß  diese  Terme  asyrnptotisch  groß gegen 
eo~ W  sind;  das  ist aber  schon  für  sehr kleine  Teilchenzah-
len der Fall.  Physikalisch bedeutet unsere  Voraussetzung 
großer Teilchenzahlen,  daß  wir  von  dem  Einfluß der Feinstruk-
tur (von  IIGranula"bionseffekben
ll
)  der Eigenschaften des  Systems 
(z.B.  Teilchendichte,  Zustandsdichte)  abse,hen  können.  Wir be-
trachten  das  System als  "mikroskopisch homogen"  und  behandeln 
nur  den  Einfluß der durch  die Begrenzung 1tD  des  Systems  be-
dingten  tlmakroskopischen  Inhomogenität"  des  Systems.  Dieses 
Vorgehen  kam1  auch  als  "quasiklassische Näherung"  bezeichnet 
werden. 
-------------------------------
·11a~.Munster,  Handbuch  der  Physik,  Bd.III/2,ed.S.Flügge, 
Springer-Verlag,Berlin,(1959)  0 b)  Zustandsdj.chte  und  Zustanassumme •.  -------------------_..-_----
1.  Z.ustandsd ich  te  und  Oberflächenspannung: 
Die  mittlere Zustandsdichte  ~(e), die  wir in  (3)  ange-
geben  haben,  lautet in die  transformierten  Größen  umgeschrie-
ben  (mit X\=e/kT  ;::  ~/r  ): 
( 16) 
Damit  können·wir'TeilchenzahlN  und  innere  Energie  l:...  als 
Funktionen von  ~ und  L  berechnen.  Aus  (1~)  wird mit  (11)  wegen 
( 15) 
N  =  J  clx  ..  ~.  v (  ~ ,  t  )  .  J. r:11  cht 
N  (  ? I T) =  {  !~~ . 1 (~)  - ~.I_. 1 (?) 
)  '- 2..1i<l.  'l..  &1\" :. 
(18) 
Als  Oberflächenspannung definieren wir die partielle 
Ablei tung von  ~ nach 'ÄJ  bei  f'estgehal  tenem  't"  ,  N  und  e.  Sie 
läßt sich mit Hilfe  der Kettenregel  aus  (17)  und  (18)  ablei-
ten, 
Die  explizite  (näherungsweise)  Berechnung  muß  (auf Teil C) 
verschoben  werden,  bis die  Reihenentwicklungen  für  1~(~) abge-
leitet worden  sind. 
Wir  verwenden  fast ausschließlich die  transformierten 
Größen L.  l:l.,  .. I,  •  Der Übergang  zu  den  originalen Größen ist 
(~egen (9)  und  (10»  problemlos. 
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2.  Zustandssumme  und Oberflächeneffekte: 
Wir  gehen von  der Zustandssumme 
.  - N  ~rr  )tt  -I.  l. .: ==  1  .  (  -1  - l'  -~.~:  J  ) 
)(~ 
aus.  Ihr Logarithmus  lautet 
(20) 
Eine  korrekte  Ableitung  des  Ausdrucks  (20)  f~r den  Lo-
garithmus der Zustandssumme  ist von E.Schrödinger  (Kap. Vii: 
"Das  N -Teilchenproblem" )  gegeben  worden. 
Er zeigt,  daß  man  zum  Ausdruck  (20)  nur  gelangen kann, 
wenn  zwei  Terme  vernachlässigt  werden,  von  denen bei fest-
gehal  tenem  ~. der eine  proportion~'ll  zu  eo~ 1\(  ,  der andere  kon-
stant (in Bezug  auf N  )  ist;  die  Hauptterme  von  (20)  sind 
proport ional zu N  (,  denn  et)~ r..  ist eine extensive  Größe). 
Schrödin~er schreibt,  daß  diese  Zusatzterme berücksichtigt 
werden  müssen  für ein Studium  von  "gas  bodies  so  small that 
their thermodynamical  behaviour depends  on  their size  and 
shape.  The  peculiar features  would  be  termed  'surince phe-
.nomena'  by  the  experimentalist"11.  Diese  Meinung  werden  wir 
korrigieren.  Als  Ausdruck für die  Zustandsdichte  kennt  Schrö-
din~er nur  den ersten  Summanden  von  (16). 
Der  Ausdruck  (16)  für  ~(~)  enthält; ges"baltabhängige 
Terme,  die  sich (ebenfalls)  auf  Co~ t  auswirken.  Die  Summa-
tion  in  (20)  ist über alle Zustände  ~  zu  erstrecken;  in 
quasiklassischer Näherung ersetzen wir 1.  die  Summation  durch 
Integration  12  und  2 ..  S(~)  durch  ~()..) 
aus  (16): 
00  ~ 
{  olM (x). toa (  1 - L')'  e-)(~) =  ~ocMz'  ~(>-) -2·"(:)t·  eO~(t1-l:S'~-)() I 
"Sh  \N"'L  e·'"(-t/z.. 
=-il1''l,k./~)  - 8rr'K1.(1)  +  ~1f1.·kon)  ) 
letzteres mit Hilfe  der  im  Anhang  1  (4)  definierten Integra-
le k",n). Mit  der Relation  KO\())  ::::-~~1.' J""HCS)  (s.Anhang1(5)) 
folgt  aus  (20): 
)  1"(7..  ~t1./'t 
(21)  eo~ l.  - - N,eo~1  + t  31f1.']Il{))  - g-~.J~()) + !Tifi'J1.("S)} 
--------------~---------------
11E• Schrödinger, Statistical Thermodynamics ,Cambr.  Uni  v .Press, 
·~L lj·6u. , ( 1 964) •  . 
12mit  Ausnahme  des Falles der Bose-Einsteinkondensation  (l=t1, 
T-")  0  ). Nun  können  wir dle  oben  erwähnten  "Schrödinger-Zusatz-
terme"  (, die  ,....,  CO'a NunI:'  ..  ,.  0(1) sind  )  diskutieren. 
a)  In quasiklassischer NFiherung  (  1\.1-')  0<)  )  sind die Zusatzter-
me  zu  vernachlFissigen,  denn  die  Summanden  von  (21)  sind· 
proportional  zu  N  ,  1\.1  1/3  bZIrI.  \\1-'1./1;  •  (Zum  Beweise  ist (17) 
als  Ausdruck für N  (S,-r.)  bei  festgehaltenem  ~  in dritt.er 
Näherung nach T  aufzulösen  und  in  (21)  einzusetzen.  Aus 
N->  OQ  folgt bei festem::;  auch T  "~r;)O  ).  Für  asymptotisch 
große N verschwinden  daher die.Schrödinger-Zusatzterme 
relativ zu  den  Summanden  von  (21)0 
.  Eine  Verfeinerung des  N,sherllngsausdruckes  für  fAl~ l: 
bis  etwa  zu  Termen  ~- eo~t~ ist nicht sinnvoll.  Der  Näherungs-
ausdruck g(A)  (s.(3)) für den  mittleren Verlauf der Zu-
standsdich  te  SO.)  enthält die  von  der Gestalt. von  W  nu·r 
.über  die OberfHi.chenintegrale  V  ,W und  Labhängigen Ter-
me,  soweit sie asymptotisch)o  (\~1./'!,)  sind.  Der  mittlere· 
Verlauf der Differenz  R::  ~(}.)  - §,"(>-) ,  der  sogenannte  Rest-
term,  hängt  dagegen  in komplizierter Weise  von  der genau-
en  Ge stal  t  von  ~p  und  von A  ab.  Für beliebige  Ge stal  t  von. 
W  gibt es  für  R bisher "nur die  Abschätzung  O{A
UZ
)  s.  R.  ; 
in7  ist die  Vermutung R=  0(1)  begründet  lrIorden.  In  (20) 
wird  über alle Eigenwerte  XI  summiert;  in quasiklassischer 
Näherung  bestimmt  daher ~O\)::-)  f/~) +- _R  den  Integrations-
bereich.  Der unbekannte  Restterm  R führt  zu  einer endgül-
tigen Unkenntnis  D(N~'"S)  von  ~~.;(.,  eQö  t:- t  welche  di.e  Schrödin-
ger-Zusatzterme (~eo'ijN  J  "" 0(1))  verdeckt  .. 
Für Systeme  endlicher,  nicht  zu großer Teilchenzahl 
können  die  Schrödinger-Zusatzterme  relevant werden.  Sie 
sind  jedoch in  erst~r N~herung eine  Korrektur des  Volum-
terms  - mithin  von  der Gestalt  von W  unabhängig  - und 
sie besohreiben daher primär gerade  keine  "Oberflächen-
effekten. 
b)  Für Gaskörper  sehr geringer Teilchenzahlversagt die  qua-
siklassische  Näherung.  Die  Summation  in  (20)  muß  exakt 
über  die f;enau  berechneten Eigenwerte  xJ  ausgeführt  Wer-
den.  Das  System ist im  Innern nicht  mehr  "homogenII.  Wäh-
rend  die  von  uns  behandelten kollektiven,  "makroskopischen" 
Effekte hier ihren  Sinn verlieren,  lassen sich die  "mi-
kroskopischen"  Schrödinger-Zusatzterme  auch hier unter-
suchen.  Doch  läßt sich mit  ihnen keine  Thermodynamik  auf-
bauen,  denn  das  setzt mindestens mikroskopische  (lOkale) 
Homogenität  yoraus;  erkennbar ist dies  daran,  daß  bei 
anderer Mittelwertbildung,  etwa  mit Hilfe  der  mik~okano­
nischen Verteilung,  die  erhaltenen  thermodynamischen  Aus-
drücke  sich um  rrerme  ......,  ~o~ {r\[' untersehe iden. - 16  -
c)  ~_fr~i~~~~Eg!~_  • 
.  ~~ 2  wird meist  "thermodynamische Funktion"  genannt 
und  mit 'Y  bezeichnet  ('f1:;;::;  h· Roa=-).  In  (20)  hängt  R.A)~ C  von 
den  Variablen  ~ und  ~  ab.  Mit  N(r(~)  aus  (17)  läßt  ~ich  im 
Prinzip  5  eliminieren.  Für  vor~egebenes T  und N läßt  sich 
genau dasjenige  thermodynamische  Potential angeben,  für  wel-
ches  diese  beiden VaDiablen die  sogenannten natürlichen Va-
riablen sind.  Es  ist die  freie  Energie  ~  •  Sie ist definiert 
durch 
(22) 
Einsetzen von  (20)  liefert 
(23) 
Zusammen  mit  N(~1) aus  (17)  ist damit  ~(~,N)  im  Prinzip be-
kannt.  Die  über  F definierbaren thermodynamischen  Größen, 
wie  die Entropie  ~: =  -~~  19-dN oder das  chemische  Potential  JU-::' (äfldN't: 
können  nun  für unser  System  berechnet  werden. 
Im  folg~nd~n Kapitel  werden  wir aus  der großkanonischen 
Zustandssumme  (20)  die  Thermodynamik  unseres  Systems  aufbau-
en;  diese ist widerspruchsfrei,  weil  wir uns  auf die  quasi-
,I' 
klassische  Nä  eru~g und  den  Limes  sehr großer Teilchenzahlen 
beschränken u  d  n~r die Zustandsdichteformel  abändern. 
i!l 
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I  2  Thermod;ynamik'.  ===::::===-===== 
Die  Thermodynamik unseres Systems  werden  wir  in,  drei 
Stufen aufbauen.  Zunächst  führen  wir über die  freie Energie 
den Druck,  die Entropie  und  das  chemische Potential ein.  So-
dann stellen wir einige partielle Ableitungen thermodynami-
scher Größen bereit. Schließlich studieren wir die  thermody-
namischen  Potentiale und  ihre  totalen Differentiale.  Dabei 
wird  die  besondere  Struktur der Thermodynamik  des  in  einen 
Hohlraum  eingeschlossenen quantenmechanisch  behandelten ide-
alen Gases hervortreten: 
1.): die  thermodynamischen  Größen  hängen  nach  der Transfor-
mation  (9)  nur noch  von  zwei  (an Stelle  von drei)  unabhän-
gigen Variablen ab;  es  erweist  sich,  daß  es  dann  auch  nur 
zwei  (an Stelle von  drei)  "unabhängige"  thermodynamische  Po-
tentiale gibt.  Dies ist eine  Folge  der besonders einfachen 
Zweiteilchenwechselwirkung der Partikel des  idealen  Gases, 
denn  e s  gi  I t : V-( x:  ~ ,  ~  k) -= 0  mit (-; ,;"  rI 1.  I  01  '" (bv ,+,  :t 0 I'''.l  0 =  IT (ii'; , : ... )  "  fJ' (tt I  i1  ~  ) -=  0), 
2. )'1:  die  Gibbs-Duhem-Relation gilt bis  auf  je  einen  in Wund 
L  linearen Term.  Dies bestätigt,  daß  das  System  im  Innern 
homogen  und  nur in Oberflächennähe  ("makroskopisch")  inho-
mogen  ist. 
Der ausführliche  Aufbau  der Thermodynamik 'in  ,diesem  Ka-
pitel ist 'erforderlich,  da er als Gerüst für die  in Teil C 
mitgeteilten Rechnungen dient. - 18  -
a)  ~nfüh~!!g.2~_  En  trQE!~_:2_.L.9:~_~~~!~~Jli_~!!~9:~_  ch~k 
sehen Potentials  .u..  • 
--:-------~-
1 •  Die  partiellen Ableitungen  von Fee, N)  • 
. Die  "thermodynamische  Funktion"  ~''f'(t-.I,V, T) ""  ~O~,V,T)=  ~,eodl 
ist in  (21 )  als Funktion von  N  ,~  und  'C  angegeben  worden, 
'f(N,~,"C).  N  ist nach  (17)  eine  Funktion  von  "Sund L:  allein. 
Dann hängt f  nur von  zwei  unabhängigen  Variablen ab,  z.B. 
y(!'!,3,t)  = 'I'(N,~(N,T;),'t)='f(N,t)und  es gilt  r(N,V,1:)  =,\,(N,t:): 
(24)  v'l'1:, N  ::::  0 
Daoei  haben wir die  Kurzschreibweise 
Q  .  : =  (do./dX) 
'I:  ~  't 
für die  partielle Ableitung von  o.,{Xl~)  nach 'I:  bei  fe stgehal  te-
nem  ~  benut'zt  13  .• 
Wir berechnen nun ;PN aus  (21).  Nach  der Kettenregel ist 
zunächst14-
.\- ~ N (21)'  ~.,  ,  , 
~  t ,  1:  I" 
Im  Anhang  1  haben  wir für die  in  (21)  auftretenden Integrale 
J~ n')  die Rekursionsformel 
(A.7)  J ~t2 (1)  - ~~ 
1 
,  ~  . lJ  ~ ) 
13Diese  Schreibweise  ist suggestiv,  denn  t'  steht  links von 
0...  und  ist als Opera tor  0/c)\(,  auf  0...  anzuwenden.  .  d- steht 
rechts von  Q  ,  wirkt  nicht  mehr  auf  0.  ~  d.h.  ~.const. 
14-1n(21)  ist 'I'  als Funktion von drei Variablen  (  r  ,  "3  ,  f\l  ) 
dargestellt.  Wegen N::oNCLl:)  sind diese nicht unabhängig. 
Mit  Hilfe der Kettenregel  läßt  sich  1:'I'N  berechnen.  Wir fü-
gen  be iden Ablei  tungen L'I'3,I N  bzw. ;s1J''C, N  als  lI~ariable  11  die 
Nummer  der Gleichung  an,  ~n der der abzuleltende  Ausdruck 
für ~ angegeben  ist.  Ohne  eine  solche  Kennzeichnung  ist 
z.B.  die  Größe-c'Y'1  N  nicht  eindeutig definiert und  kann ver-
schiedene  Werte  annehmen,  je nach  dem  Grad der Substitution 
z.B.  von T  durch  'd~,N) in 't'('Lf~,N).  Partielle Ableitungen von 
Funktionen,  deren Variable  unabhängig  sind,  sind dagegen 
immer  eindeutig definiert,  so  auchT'I'N  . '- 19-
abgeleitet.  Damit' wird 
1\1 
\iJ  (n  \\  =  N  + i. f 1:  ~/l .] n)  - ~.:!.. ]  (~) + e·t  i/
Z
• ]  n) 1 
1 r "[,N  .  \\  1  3  l 2 trl.  '1.  ß'Tl'  A  81r1.  0  • 
Wegen  (17)  i  t  atso 
I:i 
(25)  \J}  (H)  =  0 
l'  't, N 
und  damit 
-i.  {t5'/
l  J ()  LV.t'l.]  (~)  +  e.-c-t/1.. j  ())} 
(26)  -r'l'N  :::  'l:r1'N(~f}  =,:ct.,  2.('  ,,1  - ~.I\"  3  &lT'1.  2.  • 
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit  (18),  so  haben  wir  die 
bekannte  Relation 
(27) 
für  unser System bestätigt.  Wegen  ~:=-'['\r folgt daraus 
(28) 
FUrNr~ finden wir nach der Kettenregel  wegen  (25) 
(29) 
und  daher 
(30) - 20  -
2.  Das  totale  Di~ferential der freien Energie  F  A 
Die  Entropie  S  t  den  Druck  p  und  das  chemische  Potenti-
al M  führen  wir  aJ.s  partielle Ableitungen  der freien Energie 
ein  15: 
(31 )  s .- - F 
T  N,V  .  M· - .  - F 
I'l  t",Y 
Dann  ist 
cl. F  =  - S· cl T  +  M·d N  - p' d. V 
Fü~'diese partiellen Ableitungen von  f  leiten wir nun  mit 
Hilfe der  im  vorigen Abschnitt berechneten Ableitungen  von 
~ ('t, N)  Ausdrücke  in V , T  und 3  ab.  Dazu  substituieren wir 
in clFCr.N.'I)  ='T~,v'olT  +1'I~.vJ.N +ltl,Td.V  sowohl J..F  wie  auch  rLT  vermit-
tels  (10);  z.B. rLF:::  .lrfi-!~d.V j  t:;V-fF  :::)l-IM  =;r/p  ::1"/(I(·T)  = 
~":.'V'4~  S. (9) ,  ordnen nach  rJ,:r  ,  clN  und  rlV  und  erhalten durch Ver-
gleich mit  d~ccIN) =  ~ ·o{t  f.  P  JN  die  gewünschten Beziehungen 
1:"  N  ",tt 
zwischen  den  partiellen Ableitungen  von  ~(1:"1 N)  und  F (  T,  NI \{)  ~ 
(32)  F  ::~,  () 
T  N'y  1:fN  . 
.  F  _  -1  ~ 
N  TI'!  - t  .  tll't  f  =  3?:'  1.. (f .'y- F) 
'INT  V  rNtV  •  .  , 
Einsetzen von  (28),{30)  und  (31)  ergibt 
(33)  r- =  't.  M  =  M  ''t; !Ck.·T)  -=  t·  eo~  ~ 
~ = (. P  :::  b' (~ s:r - F)  :::  ~,( J.>. 1:  - ~). ~ 
.  V 
Wegen  f:= --r·'f  folgt  hieraus unmittelbar  ~.V-:: ~ U.  bzw. 
'1.  \J 
-;::  3' \A. 
Dies  ist die  Relation,  die  p.T.Landsberg16 als notwendige 
und  hinreichende  Bedingung für  die Eigenschaft eines Systems, 
. " 15An  Stelle von  (JI; -v~ r  wird der Druck  meist  durch  pI'" T'vIf'NIT 
eingeführt.  Wegen  r;  -T'l!  sind diese  beiden Definitionen je-
doch  identisch. 
16  P.T.Landsberg,  "Thermodynamics~,  Interscience  Publ.New  York, 
London;  S.216,  Aufgabe  27.7  (1961). ....  21  ... 
't'ideales  Gas"  zu  se in,  vorgeschlagen hat.  (Die  "klassische" 
Deiinition  p·V=WkTgilt  nur für homogene  ideale  Gase  großer 
Temperatur und  Verdünnung).  Unsere  Definition:  Invarianz  ~es 
dimensionslosen Hamil tonoperators HUt.)  ,  rni t  <t:= "t/v-l/
3 
,  gegen 
Ähnlichkeitstransformationen,  kann für relativistische 
Gase  verallgemeinert werden,  Dir die  (34)  i.a. nicht gilt. "  22  -
\ 
b)  ~~!elle_~:e!~1:!~!!~~\~~E!!!9.~!!~i~~heE.Jl~!!. 
Für  das  Folgende  benötigen wir die  bekannten  "Substi-
tutionsregeln für die  part~11len Ableitungen von Funktionen 
zweier Variablen",  insbeson~ere 
1.  einer Funktion  Cz.B.  la  ()(',~.  )  bei drei Variablen  >f'  .,  ~  ,~  : 
aus cl<a()(\t)  =r~.iJ.lI+~~,.tll:  folgt  nai.h  Ei.nsetzen  von ctt(~I~):::  ...  ~';\ J.t- + t  ol'} 
und  Vergle~ch mit  der  lin.:':1n  Sei  te  ~  ~ 
(35)  !Jt  '  ~  = 1·  'I\!  1.\.  'C  :::::  - 1  ;  _  -,?:(j~  '1)('"  '~~  l.6lt  /(  'i\ 
2.  zweier Funktionen  (z.B. o..(x,~)·.  Ij(tre))bei vier  VariablenQ'X"~I~: 
Einsetzen von J'a ()tot c)  in  ~~(*\~)  '.mu  Vergleichen mit  Je>.. ( lC',  ~) 
liefert d  e  Be~iehungen 
( 36)  Q.,'  \Ai,  •  1:  :=  i  :l..  ,x- +  <"A.  •  LI,  =  1-
~  t\  t  ~\)("  o..)t  J  1.  ';)  ~ ~  ~  lt  0.. ()  I: 
die sich  (  it(35»  vielfältig umformen  lassen  (so ist z.B • 
•  :1  .  " 
1. Die  spezifische  Wärme  c:". 
Als  spezifische  Wärme  Cv  definieren wir 
CII  :::::  T !.,lV, N 
Letzteres gilt,  we-il  das  Volumen  bei der Ableitung.  Uv N 
17  T  , 
festgehaiten wird  « 
1:ü..N  läßt sich aus  den  in  (17,18)  angegebenen  Ausdrücken 
fürU:Ct·,~)bzw.N(t,"})  berechnen.  Wegen  (36)  ist zunächst 
'V  ...  v 
(38)  .1': LA, N  =  tA.  +  tA.  •  ~ 
1:  1  1  T  1:  N 
Aus  ( 17)  folgt 
[S  T"lIl  (  ~.J  ('S)  e  4/1  1  v  + 3'  ··t  ,J  (~)  IA.  -=  ij' 1fi"  J 4  ~) 
L  1 
..,  TT  'l  A' Tr'  'Z. 
(39) 
4.  t"5  't'l/1.  e  .frt.  } 
v  w-:r  .1" n)  ?,1.A.r:  = r ij'  'TT'i:' \,  (~)  .+- ~·JoO)  ..  &1f  -1 ()  lT 
Mit  (35)  kann-rsN aus  N(-c,3)  bestimmt  werden: 
(40)  r"5
N 
=  - LN~ /  ~Nr 
------------------------------ - - - ~ - - - - -
17  1r..'  -~l"  '2.  .{  (  )  Ebenso  gilt: Nil v r  -=  ~.V .  NlA.t:  ,  jedoch }t=  ~ , y'  T  t;.N  - U. 
. Der Beweis  ist analog zu  dem  für  (32). N,r  1:" - 23  -
Die  partiellen Ableitungen von ~H  ~,1:)  ergeben sich aus  (17)  zu 
{ 
'3  "lI,  W't  J  eT.~I~  1  _  .1...  _.E...']  (1)  - _.-.  (1)  + ~  "f (7) 
- t:  'irr"1- 'I.  8lf  ~  .161f2JbJ  J  -'  . 
-:  .!.-.  ~  t)/2  .] (3)  .~~-.).11 ("))  +  ~]".I1. .).1' n) 1 
~  l'"  11"'1.  0  8  TI  1.  2 tT 'I.  o.  1 
(41) 
.Der Ausdruck für 1N t  enthält die  in (A.9)  definierten Inte-
grale  J~  und  J~  • 
Durch d:i,e  GJeichungen  (37)-(41)  ist damit  die  spezifi-
sche  Wärme  Cv  als Funktion  von  T  und  ~  angegeben. 
Wir  verg  eic~.en noch  (:39)  mit  (41)  und  erhalten die 





==  "[1.  .  N,. 
'3  1:  l 
2.  Die partiellen Abieitungen  von  1 
Wir  berechnen die  partiellen Ableitungen der  Funktionen 
~(l::rN) ,  ~O,N)und  0('C,~)über  1),;: r +v.../"t  (siehe  (33a)  aus  tÄ(~,t:)  und 
Nnrr)  mit  Hilfe  von  (35)  und  (36). 
Für  ~(N~) lauten die partiellen Ableitungen 
::: 
denn  nach  (27)  istr't'N",v..h;"I..  Anwendung  von  (36)  ergibt  mit r  ==  _  eo. ~  Nt' 
4  1  v  ? 
.  =- - eo~ 1  +  ::C'  r.1). 1:'  • 1'I'>r 
{  NlJ 1::  (44) 
l  1:'~N  =  ~. (;~ +  "$ ü"-c'  ~  N)  ) 
mit  3  =  Cf\I  )-1.  und  1  ..  =-~N-.I.N  ....  (siehe  (40».  Nt'  ~'C  1::.... >" 
Für die  partiellen Ableitungen  von  ~(3,N)erhalten wir 
aus  ~ =  'f'+ v./r:  nach mehrfacher  Anwendung  von  (36)  wegen r'f
H =  v..l'r/" 
und H't-C  = - eo~"'S 
(45)  { 
Schließlich ergeben sich in analoger Weise  die partiellen Ab~ . 
-le  i tungen von  -\  (1;( )  ) 
(46)  { 
1  ...  + -.  v- -r  't  ~ - 24  -
c)  Q!~ th~~~l~~mi~hen_f~te~~!~!~-L_~_4~~_~nd_~~~ 
ihre  totalen Differentiale.  .  ------------------
Wir  behandeln die vier bekarntesten Potentiale Energie 
li(S,V, N),  die  freie Energie f(T,V,N),  die Enthalpie  H~S,P,N) 
und  die freie Enthalpie G(T, f, N)  •  Es  gelten die  Defini  tions-
gleichungen: 
U  :.=  f  + T·S  F  H:=  U+p,V  r_._  'I  - r: s  \,;f ,- t1  f 
Wegen 
. (48)  (G+U)  - (H+F)::;O 
gibt  es  aber nur drei  "unabhängige"  Potentiale.  Der Zustand 
e.ines  (einphasigen, •• )  thermodynamischen Systems ist  durch 
Vorgabe  von drei thermodynamischen Größen  festgelegt  (z.B. 
durch (U.,H,~) oder-(S,V,N)  usw.).  Ist das System  dagegen  ein i-
deales  Gas,  so gibt es  wegen  p,V;;:  ~ U  und  damit 
(49) 
nur zwei  unab~ängige Größen.  Die  Potentiale hängen  nach der 
Transformation  (9)  von  zwei  (transformierten)  Größen  ab  (so 
z.B.  t:t(-:',N)  , 
und S mittels 
welches  sich aus  ~(~\)  durch Eliminieren 
\!' 
("c, ~)\  und  N  (1:", \)  berechnen läßt). 
\\ 
iI.  ,. 
i 
von  "C 
1.  Das  totale  iff~~ential der freien Energie  FeT, V,N) 
ist schon  in Abschnitt  a)2~  behandelt worden. 
(50)  Jf = -S dT·:" pdV  ...  MctN  j  cLf- '"  - ~d.:c  +fJN. - 25  -
2.  Das  totale Differential der Energie 
Nac'h  (10)  ist 
d.Ll  (5, V,  1\1)  :::  d..~(Jj,~,I), t-
1 
- .~.~  ..  JV 
3  V 
Wir  setzen (auf der linken Seite) rAS  :=  t~·J,~  ein,  ordnen  nach 
rl...  , ,J, V  und  d.N  und  erhalten wegen  u.:::  ~ p V 
(51)  Ll  ' 
5  V,N 
Nun  berechnen' wir die partiellen Ableitungen von  ~  (1.\, f'l): 
Die  drei  Funktionen  zweier Variablen \;i.Cs. (':)  ,  f~( 1,t:)  und  ':.(  ~1 T) 
sind  in  (17,18)  bzw.  (33a)  angegeben.  In  J..;:. (1,W)  setzen  wir 
nun  dN (),'C)  und  d.6 (),L)  ein,  ordnen nach  cl  ~ - :und  d. -r  -Gliedern 
tind  vergleichen  mit~J~(1,T) •  Die  resultierenden Bestimmungs-
gleichungen  für~~N undN~~ lösen wir nach diesen beiden Unbe-
kannten  auf und  erhalten die  Funktionaldeterminanten-Quoti-
enten19 
{ 
~  U,  ~I  :::  IN} (;. \ /  I N"  d 
(52)  ,,1,1:,  1,t 
;;.  ::  l~f~I~II"I,A\ 
,  N  ~  't.t  ~,1: 
"'Mt  I A ß\;-= 1f.b  ()..Bbl 
(I  b  I  A 
•  ~  1).,  b  B~ . 
(52)  ist definiert,  weil  im  physikalischen Bereich 
1.) alle  auftretenden Funktionen mit  ihren  Umkehrungen  dif-
ferenzierbar und  eindeutig sind  und 
2.)  von  den drei Funktionen  ~ ,N  und~ je  zwei  unabhängig 
sind. 
Setzen wir nun  in  (52)  für die  partiellen Ableitungen 
von  ~ ('L, S)  die  in  (46)  gefundenen  Ausdrücke  ein,  so  erhalten 
wir wegen  I N,  NI  ::  11A./  IÄ  I  ::  0 
(53)  i  .  I N  V.  I 
't'  'l,t'  I 
und  damit 
- - t 
Aus  (51)  folgt 
(55)  Lt  S  Y,N  -T  J  ) 
(56) \I 
\\  - 26  -
\\ 
:t 
:;.  Das  totale Diffiierential  von H  (~, p,  N)  und  ft (}", N)  • 
In der Gleichun@;  (10),  angeschrieben  fOr  den  Übergang 
von dH  zu  d~  setz~n wir d.H=JH($,p,N)  undd,(t:=.d~(~rN)ein,  sub-
stituieren dp  nac'h  (10)  durch dn;  und  berücksichtigen clS .. ~.J.~ 
sowie 
cl V =.- ~  . Jl{;  +  ~ . -k. JA  +  %.  {f  cl  ~( 
(Beweis: cÜ n; V) =  ~Ji;.(~,N)  mit  (54-)).  Ordnen  nach Gliede'rn  in k, 
rt~  und JN  ergibt die Bestimmungsgleichungen 
H'  Pt,  Sr,  N  t  ,- N  ~ 
+  n  'pH S,N Iv - ~ ) . V  ::  0 
+  !.ci 'pHS,N/V - ~ ) . f  ==  0 
WegenPt.=tu..  folgt  über  (54-) 
= .§.'[ 
3 
Damit  wird  (57)  gelöst durch 
H  :=  V 
P  <.>,N' 
(60)  JH (Srp,N)  = TclS  +  VJp +  M·r1N 
.. 
)  H  ::=  M 
N  rtS - 27  -
4.  Das  totale Differential von  (t(T,p,N)und  ~(r,N). 
Zunächst geben wir für  ~(~~) einen expliziten Ausdruck 
an:  es ist nach  (47) 
(61)  ~  :::  )". f\./. 
Im  Unterschied  zur Duhem-Gibbsschen  Identität für das  homo-
gene  ideale  Gas,  d~~w..::::  ",. N ,  treten hier zwe.i  gestal  tabhän-
gige  Terme  hinzu,  die  jedoch linear  im  Inhalt  bzw ..  der Krüm-
mung  der Oberfläche  sind.  Unser  System  ist  also  im  Innern 
homo~en,  in Oberflächennähe  dagegen  (makroskopisch)  inhomo-
gen. 
Zur  Berechnung der totalen Differentiale  von (-T(f, f',N)und 
~ ("r,N) substituieren wir  zunächst  in clG=cl~(~P/N)mittels (9,10) 
ct.T  durch J"C,  sowie  <Ir  durch ein:  und  anschließend überall J-.V 
über  d.('rr.V)  =  ~  JiA ("tIN) und  ordnen  dann  nach  Gliedern in c.k,  cl. 7b 
und etN.  Ersetz  en  wir  anderersei  ts rJG- über  (10)  durch' J~(4N) und 
~V ,  substituieren wieder JV  durch Glieder  in  d~, und  ver-
gleichen  den  so  erhaltenen Ausdruck  für~G gliedweise  mit 
dem  oben  abgeleiteten,  so  erhalten wir die  Bestimmungsglei-
chungen 
(62)  {_  . .!.  • ..,..  +  ,_  . I.  I'  0;::. 
T\,;f  p,N  h.  \..  P\;\T1N  2- I> 
r  ~  ~  T.;:'  t  G- . t  - G  . i.ir  ::  ~  -~.  is.. .( -t·t(' +  v·n;)  , 
-r\,,;fr,N'  ii:~'Vrr;'C '"  N  PtT  P  TjN  ~  Y  H~  ''Ir. 
Wegen  d  ~ ~ t  ~  ~  erhalten wir 
(63) 
Das  lineare  Gleichungssystem  (62)  wird  gelöst  durch 
(64) ...  28  ... 
C  Explizite Berechnung einiger spezieller thermodynamischer 
Größen des  idealen Gases  mit  quantenmechanischer Oberflä-
chenspannung. 
apite~ 3  Oberflächenspannung 6",  spezifische  Wärme  Cv  und innere E-
nergie  Ll  t  als Funktionen der rremperatur T,  der Teilchen-
zahl N  und  des  Volumens  V für 
a)  Boltzmann-Maxwell-Statistik, 
b)  Fermi-Dirac-Statistik bei starker Entartung, 
c)  Fermi-Dirac-Statistik bei mittlerer Entartung  sowie 
d)Fermi-Dirac- sowie Bose-Einstein-Statistik bei schwacher 
Entartung, 
Der Weg  zur Berechnung  jeder thermodynamischen  Größe 
des  idealen Gases  mit  quantenmechanischer Oberflächenspan-
nung ist durch die  in Teil B  dieser Arbeit  angegebenen Be-
ziehungen vorgezeichnet.  Wir  beschränken uns  auf die  expli-
zi  te Berechnung von  drei Funktionen:  der inneren Energie l{ , 
der  spezifischen Wärme  Cv  und  der Oberflächenspannung20 
6"'  in 
Abhängigkeit  von  der Temperatur T,  der Teilchenzahl N  und 
der Gestalt des  Systems  (soweit diese  durch  das  Volumen  V , 
den  Oberflächeninhaltvv und  die  totale Krümmung  l  festgelegt 
ist). 
Die Ausgangsgleichungen  sind 
(9) 
... 
( ~b )  (37)  Cv 
!  :::  Lt 
':  ~,  \A, 
T  N,y 





(65)  6'"  .- u.  - .  •  LA.  .  - 2  \.V.  w- 1:', N  w  TINN 
sowie 
{ T''''- ~.l n)  ....  V.  (1;,-()  t·  2.1\'1'  1\\ (1)  (18)  \).,  =- ::::  ?  "1\  3 
N (\  t:)  [  L~'L  \Ml.l
1(S)  (17)  N  ::.  =  2.Tf1.·Jl(~)  -
~if 
------------------------------ - - - - - - - - -
2°Neben  (65)  gibt es  andere  mögliche  Definitionen für \3":  so 
soilte die "experimentell  beobachtete  Oberflächenspannung - 29  -
In  (18)  ist  ini t  Hilfe von  (17)  zu  eliminieren.  Aus  der so 
erhal  tenen Funktion  t:t.CT', N) und  ihren Ablei tungen clA'N  und  \ol'u-t:, N 
ergeben  sich nach  (66)  die  gesuchten  Größen ll,  eil  und  6"  • 
Die Eliminierung von)  aus  (17,18)  ist dann  aus'führbar, 
wenn  die  Integrale  :11.\ 0,  L)  explizl  t  berechnet  worden  sind. 
Dies ist jedoch nur getrennt für die  verschiedenen Statis-
tiken und  i.  a.  nur für Teilbereiche von)  möglich:  im  Anhang 
1  werden die  en,tsprechenden Reihenentwicklungen  der Integra-
le  1",  (~, d  abgeleitet  und  ihre  Konvergenz-Eigenschaften ausführ-
lich untersucht. 
Für den  klass,ischen Grenzfall der Bol  tzmann-Maxwell-Sta-
tistik (I. = 0)  sind die  Integrale  :1,. n)  für alle  Werte von  ~ 
geschlossen lösbar.  Im  Abschnitt  a)  dieses  Kapitels berech-, 
nen wir für die sen Fall u.,  e"  und  ö  • 
Für die Quantenstatistiken (Fermi-Dirac-Statistik, l"-l; 
Bose-Einste in-Statistik,  L.  =  +1 .) wurden21  in den  Jahren  1926-
1929 Re ihenen  twicklungen  für  9-ie  Integrale  \  und]2  angege-
ben,  welche  in den  Volumen-abhängigen Termen  von  N(l,~ und 
V. (1,t)  auftreten.  Für die Berücksichtigung der  Oberflächenef-
fe~te sind  auch J3 ,  J1  und 3 0  zu  entwickeln  und  die  Konvergenz 
aller Reihen  zu  untersuchen,  da  in  (17)  und  (18)  jeweils die 
Glieder dreier verschiedener Reihen  mi'beinander konkurrieren. 
Im  Spezialfall starker Entartung für die Fermi-Statis-
tik werden  die  Größen  ~, c"  und  (5  in Abschnitt b)  dieses Ka-
pitels berechnet.  Es  ist hier nicht  sinnvoll,  diese Größen 
für ein stark entartetes Bose-System  zu  berechnen:  in einem 
solchen System  ist das unterste  Niveau  sehr stark besetzt -
es gilt ja kein Pauli-Prinzip - ,;  der genaue Betrag des  Ei-
genwertes  des untersten Niveaus  bestimmt  en~scheidend die 
21 
der Atomkerne  mit  der Größe  eJ\(:::JlS,H N verglichen werden,  da 
bei Kernvibrationen neben der Teilchenzahlnicht das  Volu-
men  und  die Temperatur,  sondern  die Dichte  im  Kerninnern 
welche  i.w.  vom  chemischen PotentialH allein  abhängt,  und 
die Entropie  (der Kern  als abgeschlossenes  System)  Konstan-
ten der  Bewegung  ~ln.c1.. 
E.Fermi,Z.Phys.36 ,902ff.,(1926)j-
A.Sommerfeld,Z.Phys6~7,1ff.,(1928) j-
R.H. Fowler, Statistical Thermodynamics ,Cambr  0 Univ .Press, (1929). - ;0  -
Zustandssumme,  hängt  aber in nicht überschaubarer Weise  von 
der genauen  lokalen Gestalt des  vorgegebenen  Hohlraumes  ab. 
Er läßt  sich - auch nicht  angenähert22- aus  der für  asymp-
totisch große Eigenwerte  gültigen Näherungsformel  (der mitt-
leren quasiklassischen,  nur von  Integralen über die  Oberflä-
che  des  Hohlraumes  abhängigen..Zustr:mdsdichte,  von  der  wir  in 
~ieser Arbeit ausgehen)  bestimmen,  wie  dies E.Schrödinger23 
getan hat,  um  die  Einstein-Kondensation  zu  erläutern. 
Für  (0(. 'X- -i  ,.  t  =- -1. )  ,  entsprechend mittlerer Entartung 
eines Fermionensystems,werden  in Abschnitt c)  die  Größen  ~, 
6"  und eil  angegeben  .. 
Für den  Spezi-alfall  schwacher Entartung  lassen  sich die 
1nt~grale Ju(l)  für di~  Bos~-Statistik formal  auf  solch~ für 
die  Fermi-Statistik zurückführen.  Daher werden  im  Abschnitt 
d)  dieses Kapitels u.,  c V '  und 6"  für beide Statistiken gemein-
sam  berechnet. 
------------------~----------- - - - - - - ~ - -
221n  der Akustik kann  leicht demonstriert  werden,  daß  der 
niedrigste Eigenwert  umso  höher ist,  je  unsymmetrischer 
der Hohlraum  is.t. "Sehr unregelmäßig  geformte  Hohlräume 
haben  keine Eigenschwingungen"(im Hörbereich!). 
23E.Schrödinger11,  Seite  77  • - 31  -
a)  Boltzmann-Maxwell-Statistik.  ---------:------------
Gehorchen die  Teilchen des  räumlich begrenzten idea-
len Gases  der  Bätzmann-Maxwell~Statistik, d.h.  sind  ver-
schiedene  Teilchen mit  gleichen Eigenschaften  unte~scheid-
bar,  so  ist in  CA .11 a)  t.-::: 0  zu  setzen.  Die  Integrale!~':::J(:n  '.;  ;  (;,,(i  ,'.  ~. ~,~~.~~:,  :~·:·~,~~A,"<i;~;j:~~wi 
sind dann.linear in  3  , 
(A.12) 
und  wir erhalten aus  (17) 
(67) 
111  {  , N (1: ( 1)  ::  '3'  ~.  (~ ),  1  -
falls  L::=  0 
,  1.  }  + .e. ./Ji) 
2.11  t  1:" 
J 
für  jeden beliebigen Wert  von  3 • Einschränkend muß  aber 
1.(3  )1/t. 
(68)  ,  X  - d.  : =:  (2.~. V  .  r"  T  /li  »  i 
sowie 
gelten,  damit  die  Voraussetzungen der quasiklassischen Nä-
herung:  große  Teilchenzahl  sowie  das  Mitwirken zahlreicher 
Eigenniveaus bei der Zustandssumme,  erfüllt bleiben. 
Aus  (18)  erhalten wir mit  (A.12)  für  ~(r;(~)  : 
(70)  LL(tj~)  =:~, 3; .  (i(ll .{ 1  - ~'l~)t/t  '+ tr{i) } . 
Rechnerisch können  (67)  und  (70)  wegen  (68)  als Reihenent-
.  1h 
wicklung  nach(~/t)  aufgefasst werden.  Wir  eliminieren1in 
u'(L,1.)  mit Hilfe  von  (67)  und  entwickeln  in dritter  Nä-
f 1/t 
herung nach  Potenzen  von (li/I:)  : 
( 71 )  Li:  ("CI  N)  ::;- ~. N  '"C  •  {  {  + ~.  (~t  h.  +  ('~f -~Ti) .  (  ~  )  }. 
Daraus  ergibt  sich die  spezifische  Wärme 
"(1. 
(72)  eil:::  ~'l;~N  ::;  l'N'~'{  1.  ~  ~(~) 
und  die  Oberflächenspannung 
2  '>.'3  T)  (mit  1:~-~'V  -k' 
t..1.  -V/1  ..... 
( 73 ) 
(J:: - . V  .  U.  ::0-
2....  w- 'SN 
"t  'i/I.  N  r;--;;;:;- (  LS"  TT'  11'1. 
~.(t:)  . - .~h.T'  d  -I- _.1_)  ) 
8  'l.....  V  z..  \..':'C' 
Für  ideale Boltzmann-Maxwell-Systeme  - meist nur als - ;2  ... 
klassischer Grenzfall  idealer Fermi- oder Bose-Systeme 
auftretend - ist die  quantenmechanische  Oberflächenspan-
nung  positiv und  proportional  zur Teilchendichte  und  der 
Wurzel  aus, de;-'Temperatur. - 33  "" 
Für stark entartete Fermionensysteme  sind die  In  tegra-
1e 1",(1,1.-) für  L"'-1.  und  3 »i ,  d.n. oc..::<:-i  zu  entwickeln.  Dies 
ist im  Anhang 1,S.A4ff.,  durchgefilhrt.  Wir  entnehmen  (A.79) 
(A.79)  1\<\  (cl..) 
Damit erhalten wir für  N(o(,t)  und  ~(.,(,L)  aus  (17,18) 
+  N (l() +., 
-t  )  I 
sowie 
(75a) 
dabei  sind durch  (74a,75a)  Funktionen No,  Nu Uo und  Ci,!  einge-
führt  worden,  die nach  (74) ,(75)  ausschließlich von 'K"::::(t·  'o(l)v~ 
abhängen. 
(74,75)  sind  di~ gleichzeitigen Entwicklungen von N{kr~) 





t  ; =  (  "C'  I  d..1  )  , 
Unter diesen  beiden Voraussetzungen  folgt  aus  (74),  daß 
<tTr1.N~-)t\')1,sowie  I~,-Vt.c.(,  r!f/\  also die  beiden  unabhängigen  Be-
. dingungen 
N.>'>  1 
(77)b 
1.,(1  »  1  J 
(  ~~a.si bJa.ssiscke  No:.keYiAvg)  ; 
(  ~~o..du  G:1A~cl.\  .. f('u  .. ~) - 34  -
von  denen wir in diesem Abschnitt  ausgegangen  sind., 
Um  If. ('Cf  N)  zu  erhalten,  haben  wir >t  aus  (75)  mitHilfe 
von  (74)  zu  elimini~ren. Dazu  l5sen wir  zun~chst  (74)  in 
dritter Näherung  in  ~:(~TTtNtl'!>N1., und  in zweiter Näherung  in  t1<,~1. 
auf,  indem wir für  )('(~. n  den  Ansatz  'I ('~,o::;: ~'{1+ (I.·'ö  tb'~1.)  + 
~(~+~1+~~~in (74)  einsetzen,  alle Terme  nach  Taylor  entwi-
ck~ln24,  um  dann nach Ordnen  der Glieder nach gleichen  ~-bzw. 
'(:1.  -Potenzen  durch  Koeffizientenvergleich die  Größen  a..,  6 , 
t:"  ,  rA.  und  e..  zu  bestimmen.  Das  Ergebnis ist 
(78)  't =  f (  11'  e  1.  'I  1.  (  "'o..ll  ~'t  .{  - ß'w'd  +  ii '41.)  + 1>1  ,~,  {- ~  w'd  +  \'{(~~"f 
+  0 (  ~  ~. ( -i +  1:  1.,  ~  ~  +  .'( 'f. '\  ß)  . 
Setzen wir dies  in'  (75)  ein und  entwickeln gleichzeitig nach 
1.  d  '1.  1  h  It  i  1  E  b' 26  ~ <.~un  1:  ~ (..  ,so er a  en  w ras  rge  n~s 
(79)  ...  )  i.  [1 +  51r  1.(_ 5'  (I  "1\'  l)l  tA.;(t' N --,-'"  - '141"1-\  +  1.\.  -'L + --w  I  - ), Off1..  ~'$  1 G  0  4  (,  ~  ~ 
+  0 ( ~-Z  + t'l..  ~  t  + t'l, ~  3  ) 
Die  spezifische  Wärme  ergibt sich aus  (79)  zu 
....  L  h· t  ~  f 1  X  1.  ((J  z'l\t'~  ..  )~  ( 80)  Cv  =  "ClA.fo(  •  fol.  =  ~z·  ~ .  l  - 3  w, '3  + ~. - \.  - m .ws  +- ..• 
ihl'l  'l:N  )-U!.  ~  _  ·1I3  l  _~/'}  = 1;  .  (gJ)  h. . N 'l-y  .  T .  1 1  ~ l w ( ~n11~)  -\. (-e - ~H"'}H~\.)N)  -\ .... 
Sie  ist linear in der Temperatur.  Die  Oberflächenterme  bewir-
ken  eine  (zu  (\'v'''d')  proportionale)  Verringerung von  Cv  • 
Die  Oberflächenspannung 
'  __  1;,1.  V-'111,"  __  ~.V·'fll.  «.1....  _1  W'  1)  't.(  11''1.  211'(1.)} 
(81)  e-(T,V,N)  -lw.'  ",,""'tiN  2....  i  \:3111'  ~~  +  64'~'\  t'r:"-~n +  I.or· 6,-wn  -1-...  , 
nimmt  mit  zunehmender Temperatur quadratisch  ab. 
~----------------------------- -
24In25  sind  die  ersten Koeffizienten für einige  typische Rei-
herop'erati~nEHl: angegeben  worden.  Doch  ist hier und  im  Fol-25  gehden' das  I  Zurückführen unserer Ausgangsreihen  auf die  für 
erforderlichen Normalformen  umständlicher  als  dE  direkte  An-
wendung  der Taylor-Formel. 
25M.Abramowitz,I.A.stegun,HandboOk of Math.Functons,Dover Publ. 
.  Inc.,New York,S.15,3.615ff.,(1965). 
26  . 
In (78,79)  beschreiben die O-Terme  die  Asymptotik  der bei der 
Entwicklupg  zu ·vernachlässigenden Glieder. - 35  -
Exkurs:  -----
Wir  berechnen nun 0k (TI ~Ol N)  ,  die  auf die  Teilchendichte 
~n  im  Innern des  Systems  (statt auf das  Volumen)  bezogene 
Oberflächenspannung2o•  &K  ist verwandt  mit der  Kernob~rflä­
chenspannung angeregter Atomkerne,  wenn  der Atomkern  als 
stark entartetes ideales Fermigas  in einem  lokalen Potential 
der Gestalt W mit  harten Wänden  idealisiert wird.  Für  So 
ist dann die  experimentell  zu  bestimmende  Sättigungsdichte 
einzusetzen,  welche  erfahrungsgemäß  vom  Atomgewicht (f',!)  na-
hezu  unabhängig ist. 
Die  konstante Teilchendichte  im  Innern des  Systems  So 
ergibt sich  aus  (74): 
(82)  Cl  (T  V  cI..)  '=  e.M..v..  N V  ';::;  1-T['  i  ,( R.T' ?:~, \oll)1/-t 
,)0  I  I,  'tr"oltY"!..\o  "  '" 
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der asymptotischen Teil-
ch~ndichte fHr T:: 0'  ,  siehe8 , 9, 
.  "s/z 
(83)  ~o  ( T= 0.  V.  ~~)  ::;  b~1' (  ~i .  h~  ) 
so zeigt sich,  daß  an die Stelle der  En~rgie der Fermikante 
~f- bei  endlichen Temperaturen der Ausdruck 
(84)  ~~ ( T)  :::::  koT·  1«'1 
,I' 
"\ 
,einzusetzen ist  t  wei"m 
,\'  halten  we rden  s  ll.! 
,I, 
"  Aus 
der formale  Zusammenhang  (83)  beibe-
sind die Variablen '[  und V durch  Ausdrücke  ,in  N  ,  T  und  ~Q 
zu  substituieren,  damit  wir 
(85) 
berechnen können.  Nach  (9)  ist 
(9) 
l' ~  t  -=  ~L  0  h  .. ,'  , \J  . 
{?-
Aus  (82)  erhalten wir  ~unächst für  t 
_AI  2.  - -11>  - "13 
(86)  't.  : :.  Cl:·  IdJ)  .:::  V  ·  (~1ft~o) 
.: 
.  ",,"  >'w.,  , - 36  -
Da  in (78)  ~  als Funktion  von  ~  und  r  ,  dh.  t,!. ,"/  und  T 
angegeben ist, läßt  sich nach Einsetzen von  (86)  und  nähe-
rungsweisem  Auflösen  nach \j  das  Volumen  als Funktion  von N , 
~o und  T  bestimmen •.  Dies  geschieht am  zweckmäßigsten,  indem 
wir  (86)  sowie  den  Ansatz 
in  (74)  einsetzen,  alle Terme  nach Taylor entwickeln  und 
sChließlich nach  gleichen  ~-bzw.  T~-Potenzen ordnen.  Wir 
vernachlässigen diesmal  auch die  ~rümmungsterme sowie  die 
quadratisch von  ~  abhängigen  Terme.  Koeffizientenvergleich 
gleicher ~  -:- und  T1. -Potenzen liefert 
f\  (  ~  'l/"!, 
f"\  =  b  Ti  ~\»)  i 
~  ".1  (L  )t  1.  (I  'I.  ~ 2/, 
Lj<;:::~i'  ii- 'h·  Q1TlS'o)  ;  1}:::0. 
-1/'1 
Setzen wir dieses Ergebnis für  V  zusammen  mit (9)  in  (84) 
ein,  so  erhalten wir 
U (T  N  ) 
~2.  '3  N  (I  t  t,!,  (lrtlj  .jf~)  (87)  • <$  r  =~' 5'  .  tll1  ~Q)  .  -1  + -;n;,('n
1N)  ~ .. 
+~.k'l'T1.'N'(~'-\~~o)·l(?.'3lf'l.  (1-E.~,((,Tl1Q)~I"\ 4'-) 
t\'Z.  .  -10·  %  } 
und  daraus 
( 88)  ( T  N)  - f  (~Il'l)~/~  (  • t· 1)213  _  ~  . .!L, R'I.,T'I.,  p -'lf~ (  . N)l.l1 
6''1(,  r ~ I  - 2 ....  '  .:n;Orr'  ~Q  '1  t.,l.  3B'f  :'0  ~o  • - 37  -
Für  den  durch  (~=\ e-
ol  ,\0<1<:(1)  gekennzeichneten Bereich 
"mittlerer" Entartung berechnen wir  nun  die  ihnere Enere;ie 
U(~N,V) ,  die  Oberflächenspannung  ~  und  die  spezifische  Wär-
me  Cv  • 
. Die  Integrale J", 0,  L)  für  ~ x 1 ,  L::  ~1 sind  im  Anhang  1,  S.20 
entwickelt worden: 
(A.95) 
Die  numerischen  Werte  der Zahlen x(s) bzw. Z (3+ i) sind im  Anhang 1 
(S.A  22)  in  Tabelle  4  bzw.  in  (A.39)  angegeben.  Mit  (A.95) 
erhalten wir  aus  (17,  18)  mit  den  Abkürzungen 
(89)  .(7.1  ~ . - .i.  )(' \  =  V  r  ,  .c. - l.lT  ) 




'"  "::  \  -s  1i. Z(S'h)  , l- ( 1 -"'f ·z ((;71.)  ~  6 f , l·  Z  (~:n) 
IA.  (c«  t.  )  t  8.  x  OS'  t) 
+ «. ~  . ( 1.  - ;t,  )(.(~1.J  ~  t)( t. )( (:;~)) 1 l 
Z (Sh)  '"  J  • 
Da  ~ nur  von  r  abhängt,  erhalten wir  ~(tfN)  ,  indem wir  ~ aus 
(g1)  mit  Hilfe  von  (go)  eliminieren.  Beschreiben  wir  für die 
folgenden  Rechnunr,en  die  Struktur der Gleichungen  (90)  und 
(91)  durch  -
N  (~,  '1;) 
(92) 
mit  den 
folgt  zunächst: 
(g  ..  ")  .,;  _.  ~tr.Z()/l.),(( {./..A  ()<))  -1- iA,,()()'  (~)  -1)-No(~)) 
..l  t,A..  (  tI. I  ~  )  'il  >t S  0  NA (  \( ) ...  38  -
Dieser Ausdruck ist unter den  Forderungen 
(94)a  N  »  1  (quasiklassische Näherung) 
und 
(94 )b  ("mittlere"  Entartung) 
abgeleitet worden.Damit folgt  aus  (90)  auch)(-~,1;  (90,92) 
können  somit rechnerisch als Potenzreihenentwicklung nach 
den  beiden unabhängigen  G:rößen  ta1.  und lotl  <:<  1.  aufgefaßt wer  ... 
den.  Es  ist dann wegen  (90): 
(95)  ( 
4,  ViT 'S  N  (~  -:1  )'Sh  ) 
:;::;  Z7;i~)'  V '  i;;""k.;·  - 1 
ein von  't  unabhängiger Entwicklungsparameter.  Wir  haben 
(93)  nach 




'k  < <'\-
'I 
zu  entwickeln.  Die:~orderungen 
1·1 
(94)  verträglich.  Als  Ergebnis 
nach k  und  ~ finden wir: 
(96)  sind wegen  (90)  mit 
der Entwicklung von  (93) 
(97)  ;; (I(, )(')  ="  arr~~(:I?}.[ (  1.  + Q~'  k)  + w:  ,(I}.z.+  Cl.3 '\() 
+ t'l,({t'Q'i + ~t,q~r +{t.o.,  +- fQ.~}· K) 1 
mit  den  Zahlen: 
(97)a 
( lI>.  \  Z  (lr~ )  a"  :=  '){,  ~/1- J'.  ""1-
.  t\.~  : ".  X  U;~) ,  z  (~i~) . { t 'X(~~L)  ~ ~. x(  ~1.  )  \ 
o..~  : '" I  ~ .  Z  Ph)  - x C~~) "  Z  ("~~ )  ~ 
Qs- ',"  Z(~;J'{  ,){(4~7.)·}{C~~)- ~(1;~)\ 
0.(.  :  ~  Z(~h)'l t- )(.c;~~)·x(~J;.)  ) 
u  Z('h.)  S,j  ('Il)  _  ..f.  (A)t 
Q 1- ~  '"  'U.. ( ... 11.) •  .1  t.  '  l  Z')(.  11t  'S){  ~11.  ! 
)  . 
und  den  in  (89)  und  (95)  definierten  Abkürzungen. .- 39  -
Für die Oberflächenspannung s  folgt  aus  (97) 
( 98)  (  i\t  h."l.T"t.  '1./3  [( {  1  1. 
6'  TI  V,  N)  ':;  2  ...  ·  -1, rr  . V'  "Z. ("  ) • x. ( -t:~ )  -7. {  t)  ~ 
mi t  kund Y:  n  ch 
Numerisch  ergi t 








+- k· {  l<.Ci~l· 2  (~h)' (3' ){(.f~J - Z·  l{C~~t) )lr) 
-I- w  ~. ( tl·  2(if)·  (')t(i~l) . xC:: )  . )t (~'1-)) \ 
-I- k· {  x (:'1.)' Z  (1/d' ( f, .)( e:~)-1  K(:".))})] 
Tabelle  4  (s.  Anhang  1  S.  A22) 




Die  spezifische Wärme  Cv  ergibt sich aus  (97)  wegen 
zu: 
Daraus  folgt:  . 
(102) 
C"  ':  .h.2(S"1.)·(~~3It .  ~/1.·T"l. V '[({S-1Q~1  +  2o.~.l<) 
+  w; .  (1'1 CI. 2-:'/l,,\  +  1.  o.~ . K) 
+ t'1.({3t-·(Qtt-Qto)+IN1:~C1-<l.l-)1~; ·  .;;  .  .'  - 40  -
d)  !~Emi-DiE~Q=_~g~g22~~~igste!E=~i~~ik 9~! 
~~h~~h~E-§gtaE~Eß· 
Im  limes  sehr  ~chwacher Entartung liefern beide  Quan-
tenstatistiken die  ~leichen ErgAbni~se wie  ihr gemeinsamer 
klassischer Grenzfall,  die Boltzmannstatistik,  für die  wir 
u., .  t" und  E)  im  Abschnitt  a)  berechnet  haben. 
Für  zunehmende,  jedoch  immer  noch  schwache  Entartung, 
für  den Bereich 
{ 
N  ')'>  1  (quasiklassische  Näherung) 
(103) 
~  t.t..  1  (schwache  Entartung) 
lassen  sich für  beide Quantenstatistiken gleichzeitig die 
Größen U ,  (v  und 6"  berechnen. 
Die  Integrale 1  ... (1, \..)  mit 1:=  ~-~  und  L -::.  +1.  .für Bosonen 'und 
L~ -1 für Fermionen  sind  im  Anhang  1  berechnet  worden.  Wir 
entnehmen  (  A.97~  A.104,  A.11a  ) 
(104) 
Der  erste  Summand  ist identisch gleich 1 ... (~ 0),  dem  Integral 
'J\.-<.  (1)  für Bol  tzmann-Systeme.  In zweiter Näherung in  'S  <:~ 1-
entnehmen  wir  (104): 
+- O( 1'$) 
Setzen wir dies  in  (  17,  18  )  ein,  so  erhalten  wir: 
( 106)  N (  )(',  "S  j  c..)  ==.  a.. A' ~  +  6· 'B  . ""S '2. 




mit  den  Abkürzung~n 
A :=  (  1.  - t.l:  + t  lt  't.)  ) . 
B  ~::::.  ( 1.  -11i.~  + 2..t~'t.) 
Cf  ) 
Ir .  (~  A.  (  .r  ~ )-1.. 
(10Q)  v.."  ...  ::::11i'~)()  J,'.=?'11'·L·  1.1..'<l.')(.  - ,.,.=  i  I  ....)  ) 41 
Um  ~(~IN)zu erhalten, ist) aus  (108)  mit  Hilfe  von  (106)  zu 
eliminieren.  Wegen  (103)  können  wir (106)  leicht nach 3  auf-
lösen: 
(110)  7  _  ~  (A  _  b, B  ) 
)  - -.  '.I.  - 'VI  A  Q.,.  A~  d  ) 
Dabei  haben  wir anstatt von  (103)  nun die  beiden unabhängigen 
Ent~icklungsparameter 
(111 )  { 
.. zur Verfügung,  die  mit  (103)  wegen  (106)  verträglich sind. 
Für  ~c:::d.  folgt  aus  (106) ~A .{.L  1  ,  wegen  Q-::(t{xJr
1  und A'l<l  also 
4· N·  )<.1.:;: 'd  .c<.  1.  und  wegen  N?'> 1  also  )('.t'l1.  Nur  in diesem  Falle 
ist  ~ewährleistet,  daß die  Oberflächen- und  Krümmungsterme 
als kleine  Korrekturen  des  Volumterms  betrachtet werden  und 
somit f,estaltabhängige  Terme  höherer Näherungen  vernachläs-
sigt werden  können. 
In  die' physikalischen  Größen  umgeschrieben  lauten die 
Bedingungen  (111): 
~h  N'  ~  )1~ 
(k· T }._=-))  y' lj. (  TT"  r.~ 
( 112)  411. 
-1./1  '1  (t..:' )  (k.  T')  ~>  V"~  .  TT"  2':-
Sie  beschreibe 
Gültigkeit der 
artung für  ein 
gerinp.;e. Dichtes 
ankchaulich die  beiden Bedingungen  für  die 
qua\~iklassischen Näherung  bei  schwacher Ent-
the~modynamisches System:  hohe  Temperatur  und 
Wir  b~rechnen.nun  ~(r,N).  Einsetzen  von  ~  aus  (110)  in 
(108)  ergibt: 
( 113)  - C  v.  ~  C·  'd . L  A 
Setzen wir  in diesi Gleichung die  in  (107,  109)  def~nierten 
Größen  ein  und  entwickeln nach 'lai und  t;)a1.  ,entsprechend (111), 
so  erhalten wir: 
(114) 
v.(  X',  N;  l)  = 1~ 'N';"{ (1-+  ~: +  XL(-\~ +~;)) 
-L' tLi(:1'(i +w;(2_~'l.)  +il.l't~'2·(~-l)) 1 
Vi 
und  somit  für die  innere Energie  L-\. ( T,  NI  V) - 42  -
mit 
FE'.  (  +'1.  A  )112.  \1 41
"$  (116)  )t\-::  V r  <=  lf· J:' hr  . 
.  {+1'  Fermionen-l 
und  L~  für  Systeme 
-1.  Bosonen- • 
Für die  spezifische Wärme  C v  folgt  aus  (114) 
c . = k..  ~  -=  h.  ;;.  . x 
"  t:t-f  I<t.\t, 
~  [  .  N  (Ii ~ )"111. 
(v  =i·N·  (1-\-i~}  +\-·-V-,\h.~  ·(1~\(·).-tf"1.)t.:I)( 
l  V'l 
+1·(fi~l),l.)1l) 1 
mit  (116).  Die.  spezifische  Wärme  ist also nicht von  der 
Krümmung  abhängigl 
Für die  Ob~rflächenspannung folgt  aus  (11~) 
( 118) 
mit Y\  gemäß  (116). 
Der erst  Term  in  (  11~,  117,  118  )  ist jeweils der 
für die  Bol  tzr ann~t;atistik bekfmnte  Ausdruck  (s • Abschnitt a)  • 
.  Für  Fermionen  yst~me ist die  innere  Energ~e und  die Oberflä-
chenspannung  "  röße'!, ,  die  spezifische  Wärme  kleiner als  für 
Boltzmannsysteme.  Für Bosonensysteme  verhält es  sich umge-
kehrt. 
Diese  Abweichungen  lassen  sich qualitativ erläutern: 
Für alle drei Statistiken ist die Energieniveaudichte,  der 
Träger der gestaltabhänf,igen Korrekturen,  gleich (s.  (3»;~ 
verschieden,  wenn  ~uch ähnlich,  sind die  Besetzung~zahl­
dichten als l!'unktion der  ~igenwertenergie  )..  ,  vn(~~  LX s. (5». ..  4~ -
Für ein System  vorgegebener'feilchenzahl N und  Temperatur T 
hat bei  schwacher Entartung  ~ür Fermistatistik die Beset-
, 'zungszahldichte  als Funktior  der Einteilchenenergie ~  einen 
flacheren  Verlauf als diejer Lge  für Maxwell-Boltzmann-Systeme. 
Sie beginnt bei kleinen A'  t~'lfer  A.Is  diese.  Für Bose-Einstein-
Statistik ßilt das  Umgekehrt~. Einen  qualitativen Überblick 
gibt Zeichn'lng 1. 
Die  quantenmech~nisch be(',lngte  Oberfli=ichenspannung ist 
aber nach W.J'.Swiatecki5  (s.  a\\~h 8,9)  eine  Folge  der 'Tatsa-
che,  daß  die  höher  energetische",  Wellenfunktionen  lf  .. lx) stär-
kere  Krümmung\m  besitzen und  dahl,'r  in d.er  Oberflächenrandzo-
ne  trotz der !,tirß.lle Wellenfunkt.'.onen  zu  fordernden  Randbe-
din~ung 'f  ..  (-)-::O  ein~n größeren Beitr':g liefern,  als diejenigen 
zu  Eigenwerten  nie~rig'erer Enerr:Ü:.  Wie  aus  Zeichnung  1  zu 
ersehen, ist di  ses,,"iMischungsverhäl tnis höher- zu niederener-
, getischer WeIl  nfu~~tionen trotz gleicher Temperatur  und  Ent-
artung für  Ferm  onE1pgrößer als für BOltzonen,  und für diese 
wiederum gr5ßer-als-für Bosonen.  In gleicher Weise  sollten 
sich die  Oberflächenspannungen verhalten.  Und  gerade  das  ist 
die  Aussage  der  Glelchung  (118). " 
(;--_.. "'----_.-
Zeichnun3  ;f  : 
Mittlere Besetzungszahldichte  für ein System  der Teilchen-
zahl N' und  der Temperatur T  bei schwacher Entartung  (1<'<'1.) 
Bose-Einstein-Stätistik: L~+-:1.  ,  Bol tzmann-Maxwell-Statistik: 
l~~  t  Fermi-Dirac-Statistik:  L~-1. Vereinfachende  Annahme 
für die  Zeichnung:  konstante  mittlere Eigenwertdichte .f(~) =(0'<1+. D 
- 44  -
Zusammenfa.s,'ung  =  = = =  =  = =  ::: =:::: = l..-"  ""'; =_ 
Für  ein  S~9tem von N  miteinander nicht wechselwirken-
den  Teilchen  OdE:,.'  Z\lständen,  deren Wellenfunktionen ~  ... {~)  der 
Randbedinp.;ung  lf  ... ()'\:: 0'  für;  c:- up gehorchen  sollen,  (UD  sei dabei 
die  Oberfl~che  ei~es geschlossenen Hohlraumes W beliebiger 
Gestal  t),  ist von  \'9rschiedenen  Autoren  eine  halbklassische 
Eip.;enwertdichtefor~~l angegeben  worden.  Diese  hängt nur li-
near über die  Integ.:ale  von V ,W und  L  über  ~t() (Volumen,  Ober-
flächeninhai  t  und  tc tale Krümmung  von W )von der Gestalt  k? 
des  Hohlraumes  ab.  Während  von  H.  Weyl  mathematisch bewiesen', 
werden  konnte,  daß  der  führende  Volumterm  im  Gebiet ßroßer 
Eigenwerte alle  folgenden  Terme  überwiegt,  konnte  für  den 
Oberflächenterm  eine gleichartige Vermutung bisher nur nu-
merisch begründet  werden. 
Von  dieser halbklassischen Eigenwertdichteformel  aus-
gehend,  werden  die  thermodynamisohen Relationen des  idealen 
Gases  aufgebaut  und  einige  Größen,  innere Energie,  spezifi~ 
sehe  Wärme  und  vor  allem  die  Oberflächenspannung  für  die 
Grenzfälle starker,  ein Gebiet mittlerer und  schwacher Ent-
artun~ explizit berechnet,  und  zwar  sowohl  für  Fermi-Dirac-
als  auch Bose-Einstein-Statistik,  als  auch  für  ihren  klassi-
schen  Grenzfall,  die Boltzmann-Maxwell-Statistik.  (s.Diagram~ 
Ausgenommen  wird nur der Spezialfall der Einsteinkondensation, 
weil  hier die ~ur im·  Gebiet  großer Eigenwerte  gültige)halb-
klassische Eigenwertdichteformel nicht  angewendet  werden  darf. 
Die  in dieser  Arbeit  untersuchten  quantenmechanisch  be-
dingten  Oberfl~cheneffekte idealer Quantengase  sind experi-
mentell bisher wenig  untersucht  wordenifü~ MolekUlgase  sind 
sie verschwindend klein.  Die  experimentell  beobachtete  Ober-
flächenspannung  st-abiler  Atomk~rne wird  von  dem  Modell,  das 
den  Kern  als  i  ealbs,  entartetes Fermigas  der Temperqtur T 
d 
beschreibt,  im  we&~ntlichen richtig wiedergegeben.  Mit  dem 
in Kap.  3b)  ab  eleiteten Ausdruck  für  die  Oberflächenspan-
nung  stark entarteter idealer Fermigase  endlicher Temperatur 
kann  eine Voraussage  über die  Oberflächenspannung  angeregter 
Atomkerne  ~emacht·werden. DIAGRAMM 
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Anhang  1  Die  Integrnle  J"" (1)  . 
_Eigen.sc.haften,  verwnndte  Integral.e 
und  Reihenentwieklunp;en 
In diesem  Anhang  leiten wir eine  Reihe  von  EiRcn-
schaften der Integrale 
ro 
(1 )  J\', ( 3) : =  ~  ~  'It  • x~,  v  ("S, t) 
o 
ab,  die wir in dieser Arbeit  ben~ti~en.  Es  ist 
'.1  I  H 1  fBoRe-Einstrd  Tl  )  (2)  Y -{~,..Jo);:::(7"~el'..'L_~)- it  f"  B  lt  ) ,,)  m  L\::  0  ur  0  Jzmnnn-M.'1xwpll  -r;ns(> 
-1  Fermi- Dirne 
und1\:::.~)(r(M/(P."r));  ~'L\:=t/r:  :::  e/(/~.T).  /lIl.sei  positiv und  [';nnz- bzw. 
halbzahlig oder  ~leich Null. 
Für  Bosonen  " ist t=+1.)  06v~ 00  und  darRuR  o~ 'S~  i  ., 
für  Bol  tzonen ist l'"  0  I  O! v i  0(1  und  dAraus  0" '"S'  <Xl  , 
für  Fermionen ist t ,,-1.)  O!, v  ~ d.  und  d.nrFtus  01i;  1  ~  00  . 
DRmi t  ist der, "physibüischA Bereich"  für  ~  ;:mr:e(~p.hen,  für 
den  allein die  fol~enden FormAln  ~elten sollen. 
------~---------------------
Yerweise  im  Anhang  beziehen  sich  ausschließlich auf Glei-
c~un~en des  Anhangs  selbst.  Im  Hauptteil der Arbeit  wer-
den diese  Gleichungen  mit  vorgesetztem  A zitiert. ...  A  2  -
bezeichnet  .•  Es  Hi.ßt  sich  auf  ::l1A+'4n)  zurückfUhren.  Es  sei 
l..-::.±1.j  1') 0, aber' fe st.  FUr  1 ;.0  b2',w.  fOr  (..:::.. 0  tst  dAS  Integr,q.l 
trivial; 
"- 1. 
ZunÄ.chst  ist  CI\  -I.-'S·e~'j\ )::  3,  e.~x. V·1 ,  folp;l jeh 




IA ... 'l..  _  2.  t.  Nt· 'l:  . v· --
o  1r\+1 
Der  Kl,'1mrnf"'r-Ausdruck  Hißt  sich  entwickel11  in 
_1._.[  \.tl'\t~.  to~(o1-\.'1.e-1t.)r" :::.  t,/-'  r[~"'~~(_L'"'i'l\)11O_['d>At-l.  ~o~(.'1  ... r.·1.e-'l)J 1=  (J 
1'\"'1  cf  d  ~'-..  +11  0  01  J 
.  O'  ",.~.~1.  .  I:  .•  "'1-1  8  und  ist 81 so  gl eich Null  wPp'en  \M.V- ~ .e.  ;.0 und  \AMI\  ~  •  to~(tt-\.·l)::: 0  ) 
- '.l"'~  1·"0  ~ 
dR  ~ in dem  oben  aTIrep;ebenen  physi.kHlischen  Bereich  liegen 
soll.  D~it hRben  wir 
t  ~ ±  1.  . 
Wir  leiten nun 1<",,(1)  nReh  ~  Hb  und  erhRlten  die  Relation 
(6)  K~())\=~~~l~)  =--\.';.1",{~). 
Zusammen  mit  (5)  ergibt sich die  Rekursionsformel 
(7)  J~+"l. ('5)  =  ~ij . ~ .  J~n) , 
da hier  \..'1.  = 1  ist.  Mit 
(8) 
hRben wir noch die  nicht  rekurrierbRren  Ableitungen 
(9) 
oQ 
l  (  "  k,"l.  ... 
10  :::.  l./·!t· 1'-' e  . v  • ...  A ,  .... 
Die  Intr>grnle '4(d.., \..)  sind  dn.finiAf't  als 
(  )  '\  I  (  ..  ,,(  ...  '"  o(.+~  -1 
10  v~  cttL.)::  ~!·jocl~·t:->.(e  -I..)  ,  l::::±1.. 
Es  seiecl.::i/l) mit  dem  ph:vsiknlischen  Wp.rtebeT'Edch 1: [::lO,d).d
J>1, 
=.~)lt)Jo(\(:'·OQI  }'Oj"'O, >-0/I,:-00)80wie  1'1,.:::.2.3+1.  '"  0,1,2.,3.,4  •  Mit  der  Substi-




Für  den  F~ül  t..::.  0  erhFl.l ten wir  aus  (1)  und  (2) 
"]  ("~)  :::.}.f<>OcVt.x- .....  e-l(~:::  i.1.~IjO~.e-~.  ~(v\'-4.)h  • 
\0,  0  0 
Letztere  s  ist die  In  tegralde finition der  r -Fl.lnl<t.i.on,  fol gl ich 
( 12)  ]  (7)  ~  i.~ '(~'I 
111,)  2.  L}. 
oder  ausgeschrieben  fiir  VI. =  0,1., t, 'g I  4 l 
(.=1)  ::.  II  ."  1.  3_'i. 
t·1v.l~)  fi  f··  f-liT  i  ~-m 
Fe rne r  i  ~  t  "J~ <"$)  :::d.  und  J  ~  (~) .::::.  fif .  ..  2. - A LI- -
Anst.elle  von.]v.!"O  hAn"'~hnp.n  wirV p {.J,-1)=:Vo(')  't;  ... -~ 
~"  ~  ...  ml"~:;::7:: 
QL:==  - .eo~""S  ; (s.  Ahschni tt 2).  E~i  i qt  R1.80 
zu  li")sr-m.  Wir  heschriinkpn  unp,  r111f  Io/.I>~  •  D;:mn  1ipr:t aRS  1\1<1-
ximlll'T1  ~(l:o)  des  IntAr:rn.ndp.n  ~(t)  links  von  101.\  :  ~~ <Iet\  j  für  ~::::.  0 
od Ar =-1 i8  t  SOf"'Rr lo :::0  • 
Wir  schliAßen  uns  in  der l\1pthode  Fm  A.  f)()]\1M~~RT"~LDA  An, 
sp.qJtpn  Also  dR.?  Int8P'T'rll  (1~)  Auf  in  zwei  Tejlintr>.r"rnlp., J";:: 
5
'ftl  (co  fell  0 
D  +  I~'  ·  Aus  aAm  InteO'r.ql  ~  wird  mit.  Hilfe  dBr  Iopntit.Mt.· 
t  (-)I  A  \  _1.  t  s.1. /, 
(elf~1)- ::: 1- e  4- ..... ,  (ipr;'  HAupt ,pT'm  10/1  /(~+1)  h8T'A.USf,nJ';('1r:pn,  der . 
. sopnr  :=tllein  übrip:  blr-dbt,  fn 11.s  <J.::- 00  : 
lo!l  M 
'tH/  (~lItH.  • .I.  (,  S(~-Iotl  )_1 
S'!'V~(ol)=I~I/(~-\1)  _.\/~.~t{e  ~i)  f\~~t:'c'e  +1  • 
.  ~  ~ 
Substi  tl.l.ieren  wir  im  So  -Inb:wr:'11  \.\\:::,.j - VI~I und  im  5 -Intee;ral 
d  l<ll  ~ 
.~t= -.1 +  i:/tfllh  so  erhFll ten wir 
ol·V(-J)·.L  :>.  p  ""  ~H  ;)  1.1.\ 
'.!  - -
DAS  Intevral B  ist  Flsymptotis~h klAin  für  ~«-i. Wir  b8hnn-
~Aln es  im  folpenden  Abschnitt  Ll-R).  Das  Int~~ral R  wtrd  dann 
in  Ll-b)  berechnet. nie Errebnisse  schließlich sind  jn  4c)  zu-
sFlmmenp8 fAßt  und  für ot.«- i  ·ven:>infBcht  (NFihArunr.  in 01/1011. \  )  • 
---------------------~------
aA•  Sommerfeld,  Z.Phys.  Ll-7,  1;  (1928). - A 5 -
a) 
Im  r:am~en In  teerrt  tionsbAr'p ich ist (<<I·  ~  »:1.  auf Grund  der 
VorctUssetzung  rl-.  <:< -1  •  Wir  pnt.vlickeln  den  Nenner in eine 
Reihe -nRch  Potenzen  von  e _I.>.I"~ 
Mi  t  ~l"'~-1.) folgt 
und  nnch  der Substitution  ~:-"  H'{I·(V~!)  schließlich 
<lCl 
(  ß (  )  "'" ,- !"l·tv-+~l  '1  J!YI  s  - 16)  oll  3  _.  I  (:-).  t::'  .,...  J',I • (2 + -- \J'  . \ • c  'ä 
";;;'0  '  IKj.(vH)  0  \j  loIl'(V<1))  ~ 
In dieser  Form  lÄßt  sich dns  Integral B  behandeln.  Zun~chst 
geben  wi~ zwei  einfache  Abschfitzunpnn: 
'1.  MajorRnten-Absch~tzun~i 
Im  panzen.Integrationsbereich ist (A.lf  eine  Majorante 
zu  (I\+~)!:  fiir  ~ l.' 2.  ,  Fl,lso  auch  B(z) ~  B(S)  .Nach  (16)  ist 
...0  _  ,,,,\.t v+").  (<!11  1 
B(o!, '2.)  :::::  2~  I~/,  -~  "",  .  J J~{. (2.-1- Cf  .... ·,J,.(VH)))· e-d 
",..0  lotl- ( vt.-l)  ()  IJ  Ii  !  \  } 
und  wegen 
r(V.\-tl)::  v!'::; 
folgt 
2,  Näherung  nach  A~SOMMERFE1D 
Der  Integrand  von  t3  in  (16)  ist fiir  ~ ~Itoll  sehr klein 
auf Grund, des  Faktors  e-lt  •  FOr  '(j<  1«.1  ist der Summrmd  ~/(!.tl·t"·dl) 
fHr  Alle v  klein gegen  2.  ;  vernachlässigt man  ihn  überhaupt, - A  6  -
3.  Berp.chnunß  von B ' 
Subs ti  tui~ren wir  in  (1(",11) r;::  ~  ~ 1.  'l1nd  Anschließend X",::\<:l(.('I+.J.j . .,',:  } 
so  erhalten wir  .  ~ 
~.  "  +1'/.1'( v+,~',  i""  .',- (::  ,\  (  Q  '" '! 
B(J..'3)-=:,~_H.e  ,!,\I'\'<'I~1iJ  'J'/;"'E.:'  01.,"1:. 
',\v~o  :'.  '",H'Ni) 
Das  IntAp:ral  ist\\,.Ftber  die  Intep;raldefiniti  on  der Whittaker-
Funktion  b,  f  19l  ,'. eh 
,  '\'  "/'1.  - (·i+$/d  ,"',  v  Jl.j.S/2)  '\  ('  (  ) 
(19)  B (d.,:))  :;,o}"  . \01\  •  '/~  n'  (V"~I  .  I/'J~  St'I  2..\oI:\I(I/~·n  • 
,  ',1,0  .t'-i:-
Mit  der bekanntenb  Reihpnentwicklung der Whittaker-Funktion 
für  gros ses  Argument  er~:'1l  ten  \lJir  schI ießli  eh  "" 
'3  -tel.\  ~  -I."·V  f  0()  -1  T  }  f;?o)  ß (cl.  0)  :::  2  . -~  ',' t-/.  ,e  .  1 ~ ,- "", ,"  '·""-"I~  •  I~  (~.J,( + M_P.?) 
\'c.  \  .:>  1011  ~',o  (v 4 'I)  T' ~~:,  2". R!  '1il.1h.'("~1}'"  f"1.  I  I'  I  • 
(18)  ist also  in der Tat  die  prste  Näherune:;  von ß(oll~).  In 
zweiter Näherung  wird 
'B  '5  -I.U/,  .(J'  /  )  (21)  ( oll S)  ~  2.  'e  /  Jotl  . 'I  -;"  'S  (l'  I<XI) 
(18)  ist daher (nur)  in erster  N':~,herunp;  korrekt. 
Speziell für S'=(O,1.} ist das  Produkt  in  (20)  gleich Null, 
fallsh.,?--(if,l)jdB:mit  bricht djr"'  h-·Reihe  A.b  und  es hlejbt 
-Ic(j  !!l  v  e- 1ol1'V  1.  c  ß (ci\ 0)  ::  ~_.  L_  l-)  ,  =  R",'  I() (Ioll) 
I d..l  v:.o  (1,.+-1) 
Die  Funktionen  ~(x)  sind  in  (46)  definiert. 
----------------------------
PI.H.Ryshik,  I.S.Gradstein,  "Summen-,  Produkt- und  Integral-
Tnfeln";  VEB,Deutscher Verlag d. 
Wiss.,Berlin,(1957).  :7.324,7.327-: - A 7  -
Es  ist  R (c,(,IO)~O.  Das  einfache  Integral R(ol,1)  bp,r8chnen 
wir  in  ( S" 3)  •  Hier beschränken  wir uns  auf  ~:::, ~  I  ~  ~:!. 
~  2.  I  .-,' 
Die  (2.te,1.te,o.te) Ableitung des  Zählers  des  inte-
granden  für $:::q ,1.-1) haben  bei  ~"'1.  einen Pol  (wie1(I/X  fürx->o), 
Diese  (,nicht  jedoch höhere)  Ableitungen  sind noch  integrier-
bRr.  Der  Zähler selbst ist antisymmetrisch  bezüglich~. Die 
Taylor-Entwicklunp; 
~  (IJ  OJ 
(22)  fs<  ~~) :,::  (~t~)  'S - (I\-~)  :;:: 2,;[ ,.t+:([v~\) '= 2:  "t'+~Cvc.~) (üenchte  ,,(:::  C>,(P~1) I) 
V"O  \l  v=()  I  ....»  ,  I 
enthält nur ungerade  Potenzen von  ~  und  ist divergent  für  ~:::~, 
Der Nenner  des  Integranden hat  für ~:;:: 0  den  Wert  J..  und 
für  ~::: 1.  mit /e.(/  '1'>  '1  den Wert  e  /~/  .  Er verringert den  Bei  trag 
des  Poles  des  Zählers  um  den  Faktor  e  -/cl..1  •  D8.s  MBximum  des 
Integranden ist in der  Nähe  von  ~:::O  zu  suchen;  eine  Ausnahme 
bildet der  Fall  S'::::- 4 '  jedoch ist selbst  (Jafür  der Bei  trae; 
des  IntervEllle  ,<"1  [c-~-(/ i)  mit Ud J  zum  Intee;ral klein  r;ee;en fl/lr1l. 
Die  Inter:rale  ('JIj' "Jl ;  :13, :lof';  "]1.,1 0 )  benötir.;en  wir  in 
(3.ter;  2.terj  1.ter) NiihP,runp:.  Daher ist f-(ir  ~=  (2/zj'~.; _rll.l) 
das  Integral R  höchstens  in  (:3. ter;  3. ter;  1.  ter)  Nüherung 
zu  bP,rechnen~(, falls  in  (15)  die  herausgezogenen  Terme  nicht 
asymptotisch grnßer  sind). 
Die  Methode  von  A. SOMMERFELD  :  11  Entwicklung des  Zählers 
des  Integr;:mden bei  '~:::,O  und  Vertauschune;  von [  und S  11  liefert 
nRch  den  obea  fenRnnten  eine  bestenfal~s semikonvereente  Reihe; 
deren  korrekter Berechnung  und  Untersuchung  sind die  folgenden 
Abschnitte  gewidmet. 
1. Entwicklung  des  Zählers  f-~(~).  \ 
Die  Reihenentwicklung  (22)  für  F~(~)  ist absolut  konver-
gent für I'JI (. -1  (,  sowie  für  ~::.1.  ,  falls  ~  ~  ~, 1) jedoch in [0, 1J 
(für  ~ ::::  -1.  )  nicht  gleichmä Big  konverp:en t. 
Die,"Koeffizienten  Cv(~)  lA.ssFln  sich mit  ~=(2.iA-:r:!/2 i  v.=-o,d\/.) 
C\.  I  /  .  6)1)  umformen  wep'en (10)  ::.  a.~./{b~ lQ.- •  '7,11 
~  I  0,,*/  2  -,,>  ":. 
C  (\0\)  -=  -"', . . i i  (2. V\ ... i - 2 JA)  • 
V  (2.v'!·  ~CJ - A  8  -
Eine  ander'e  Form  p.rhal t~n wir mit  (lpr  Ahkürzung [o,J ::::G(Q).Q. 
durch  Umformen  des  PrCY'l u1<:te s,  h0. nchtpno,  an. ß  (2V.f~l.!.  I:::.  <\ -'5, S· . -(7. I,v 1) -
(Z.v.to\)!/t2~1'\!)  und  1!;::~· O!  = 1, . 
:  [~'lv-1J 
2-'2.11  (_t"-"'4~], L  l~V" 2\.1+-I]! {2\HI1! .[v.-:ZY~1.1!' 1 
c  v  (~):;:  ( 2  ~  +  1.")1  · C1. ';:-;';:'S:  .'~.  I.  1.'~ - ~  i:-r~~'~1t"  ':it:  -;;:",1 i-:C~  ~:  Lf-;~~J \  ........... - . 
Fiir v  ~ 0  und",::- 0,1,1  vere:i nfFl.cht  ;~ ich n  ieser AUAdruck  zu 
) 
d.h. 
-'1"  ) 
{ 
[,,(0)  :::- 1-__  '  _~~.±2_1_  ('  p (0)  :::  - 1 
(2v~~)!  '  (2. ,,)! 
(25)  (/-1) .  ~+  2:  'tv~o1  .  (<{ v  - '0 ! 
C~("f)  :::  +1  y  q~' 0  (t  ... ~~Tr:··(Z·~-:~rr 
C" l2.)  ::.  _ !, 2.-'1 .. tl  . (tltl-3)1._ 
(p(t)  .\-; 
(l.vH)!  (Zv-l}! 
)  :::  ) - A  9  -
Einschub  1  :  Grundintpp:rA.le  und  7.11,f"rphnri{"A  Punkti.onen.  =:::=======:= 
Dieser Einschub  lost  eine  für  uns  ?,wr>ckm,CifHge  ZusRmmen-
stellung bekannteF Formeln. 
1.  Die  GRmma-Funktiön  r  (XH)  :::.  x~ 
r(V.f,'l)  sei  defini~T't,  übeT'  nns  Eulp'J',·,-.ly.  T;lter;T'R,l 
( 26)  ['I ( " t t\)  ~.:  ,)  ~  ::.~, '.I  'i~  •  't 'I, e  -'/.' 
Die  FunktionqlRleichung 
(27) 
liefert wegen  O!=1!~1  VI  I,:::  -1.:', '':::'  ",.  oIV\ 
) 
sowie  ffir halbzR.hligey  wep;en(4/z)!::\f'if  llnd(2n)",~ol 
(28)  (L~:1-)!::> fi  .2.-z~'(2~H}!/~!  )  (((-~"');  c  fi  .r/+;i~'v.ll(2"')! 
Aus  (26)erhält man  durch  die  Substitution  j(":c')"{ 
(29) 
OQ  t. 
(  'I  ->s 
j~'X ·e 
V~1 
- .--.  (  \f  ~ 1 ) 
~ i'A l.,r "'2: 
() 
2.  Die  Zeta-Funktionen 
(30) 
Die  ~  -Funktion  sei definiert durch 
V\ 
3 (x) :=  ~ 
-)(:  y 
V::II  ) 
und  nie  Z-Funktion rL durch 
Cl9 
(31)  Z  (:t:):==  L  f:-)v-'.y->t 
V"'I 
Es gilt 
1\ - 'I 
(32)  Z  (x)  ~ (  1\ - Z.  ) . ~ (x) 
Integraldarstellungen sind 
)1)-1,  )',>0. 
(33)  ~(R.)  ::::.  O~~:)!  ·}o4\.th.-1.'(eQ~1fi j  h;)-1.)  ev  ... c} 
"1 
(34)  z.n:t)  - o..,~  ,f·C«'l\k~1.(ea.~+1.)-1.  h.)"'Z.  0......,0 .. 
( I-t. - '.1.)!  0  )  I 
Für negative  Argumentwerte  läßt  sich 1 berechnen  aus 
( 35 )  1 (  .{ - t: )  :::  2.. (2.  TI) - '1:.  ())~ 1Ti  ,{ x -1  }!  •  "') (  x)  x ')  0  • 
-~----------------------------
c1•  W.Gr5bner,N.Hofreiter,  Inte~raltnfel,Bd.II,S.59-6~; 
Wien,Sprineer-Verlag,(1961).  b  2.  . 
dMi t  "Z  It  ist der zu  11  '$."  gehörige grtechische  Großbuchstabe - A  10  -
Funktionswerte  auf  der positiven reellen Achse: 
Für  p.:eradzahlip;e  Argumente  :{-:.-:  2V>,1.  ~12.1 -:SI'" .)ist 
?,)  '.)" .. .. 
(36)  7  (r}')I)  :::  :n-... ; . ([".  '- 11) .\Y)  : 
L._  "'.  ('2.\.'.i!\  .  ,,:-,/1  ; 
mi t  den bekannten Bernoulli-Znhlr:me  ß VI 
Im  Limes  großer positiver reeller Argumentwerte  werden 
beide  Funktionen gleich Eins: 
(37)  ~  Z  (x)  :--:  W/A  .,.  (y)  !::':  i  I 
)(->"'1  )r-'.,,~  ", 
Für  endlich große  ~  gilt 
(38)  1 (1.-\ +  'I)  :: 1  .  (  -1 + ':, (111 \)  J 
und  ebenso  fiir  Z  l.\-1.}  •  Dabei  p;eht  im  Limes ", .. 'J  C')  1(",'  von  oben  ~ 
ZiVI)  dagegen  von  unten  gep;en Eins. 
1Cx) hat  für  x.  '?y 0  einen  einzigen Pol  (bei "l:o  "1  ).  Die  Z-
Funktion  jedoch ist auf der  ganzen  positiven rAel1en  Achse 
beschränkt und  sehr langsam  veränderlich.  Dazu  einirs;e  numerisc1i 
Werte: 
'L  x"'- 0  o  .S'  1·5  'l.  r; 
I\,'" 
)  ).  ........ ! 
(39)  '3 lx)  ~O.5  - -1.4/vO",  00  ... i. ,612. .. ,  ~  .~,tPI.  .. 
Z (y  +  0.15  +  D.&Db."  O,f,Q3, ..  O.i-bs· ...  D,8n"  (4.~}6{iht 
mit  Z (0)  :::  ~ 1to) 0::: 11z. j  Z(1):::  e..,~·L  I  2  (2) ::: 1h '1 Cz) :: n"lrif'2.  • 
3.  Der Eulersche  DilOgarithmui It(x)  , 
,xt,ll<)ist  der Spezialfrül JA  -.::.2  der  "  ('-Logarithmen'" 
~ 








LX)  ::::  .~;  xv.  y- 2. 








o  1'1"  ," i  Ödl 
r~  Cx)  ~ -~.  &{~"-X}  j  i'l'\ (i')  :;::;~ .(,,~)<  -\- ~(,t-><)) . 
Im  IntervFlll-1.( X~...\-1  ist /'0'1<)  eine  SChW8C.h  veränderliche 
monoton  'wac-hse~de  Funktion,  ehenso 12'  und  "fLI\  in  ~,t I:  't.  ~ 0 . 
----------~---------------- - - - - - - -
eDie  J3eträ~~ de~ Bernoulli-Znhlen B'l.>'\  1.<.~nnen  über  (33)"und 
(?S1)  berec net '\Werden.  Ferner  ist"ßl ,,=(-)  ·182.",1  ,l3l "'H",ofur  ""tOi 
,  ................  '~,~  .~  .. "  Bo  ~  ~i  ß~-::-11  i  nl~.,I'. 
: ...  A 11  ... 
. . (44) 
Einige  numerische  Werte: 
1. 
(45) 
4.  Die  Funkt  ionen  ~  tk)  " 
._-- .  -.-
I).(x) ist definiert 'als  dRS  Nep,ative  des  (jt.\c'J.) -Li1garithmus 
für J.G.s  Al-"  "'tv-~tA+  ~~., _  e  ~  'IC  ~ 
,1\'  ~ 
()  f.  ""  'I.  r:- v-I  'JIX  46  ).I..  (  I ::::  t..  rN'  (  - e  - )  ;::0  L  H  ,e  - /  iJ pd  It  r
H 
v.!:'1  " 
es gilt.  li!  <14 
( 47)  lP {K  _  :::  ~l' ~/1' ~  p..  (I(  -I- C' x.l ~ ) - i  )(  :~ 0 .. 
Spezialfälle  sind 
.  >< 
Fa  l.~()  ::  .  ~~ (I{ + e - . ) 
(48) 
r:,(x);:  -I'l ( - e  -~ ) 
sowie 
0'() 
_ ;[ (_ e-lI)v/y 
"";1  ...,., 




5..  Da s  Grundintegral G",(Q.);::::  f~  ./\ (  .f+el\r\  mit  a. >  1.  . 
'"  . 
Im  ganzen  Integrationsbereich cu, 'I:  ~ w  ist e-x<  1..  Ilnd  daher 
ist die  Ent~ic~lung  w 
(t\+e-X)-1.  :=.  ;r  t-)'J,  e-
vx  X'?-C\,?-1 
11':'0 
gleichmäß(ug  konvergent.  Einsetzen in den  Integranden  und  Ver-
t~uschung von L und  [  ergiht 
OQ  v' (Oq  v  - ~(II+-"l 
(,",(CI.)  t:  ~  8· J cUx·:t"  e 
v::-o  (J. 
.  1.\ 
DJeSubsti  tution l\: X:  - A..  ,binomische Entwi.cklung  von (i+~.) 
und  anschließende  Substitution b'.:::  ~·.('{o\v)  liefert 
fA.ErdelYi,W.MRp.nus,F.Oberhe~tin~er,F.G.Tricomi,Higher trBns-
~rmdental f'unctions ;BRteman  MR·nuscript Projectj eRI. Inst. of 
~~chn'tMc.Graw-Hill,(1955); 
A. Miinster ,HRndbt:tch  der Physik ,Bd. 1J1/2,  ed. S. Flüg~e,  Srrin-:...  A 12  -
",,'  'fI,.'  ( )  I J  l)  \01 
<:-- V  -t\,(v  .... .,').;:  o·~·'P.('~).  \'/,),.1\)  .  "  d,t.'  ~J'.  ,  ... L  ,  G,.,  ((A,)  0::.  L  (:-)  . e  f"  ~  I 
V"O 
Das  IntegrFtl ist gerade  dAS  F,ulr-r-Integral  für  )A!  •  Nr~ch Ver-




~er~VerlA.g Berlin  (~959)'k d  W'  s  'M~th Phys.Klass.  ~_o_,  E.Hölder,Ber. Verh.Sachs.A lL.  18  .,  r  0  • 
312-325,  (1928). - A  1:;  -
2.  Das  Integral H(ol., s) . 
.  In 
rJ"  (  - 1. 
) 
setzen wir für f-3l'.!)  di~ ReiheTlt""\ntwi.ckJ ung  (22)  ein  j  da  diese 
im  Intervall [0, 1J  nicht gle  ichmri Big  korivergent ist,  ziehen wir 
nur die ersten  vn  Glieder der  Summe  vor  dREi  Tnter;ral  und  Grhnl-
ten mit  ~-::(2V\--1.)/z  \1\'" O,1,2.}  .  ~st'~) "'''  F-(r"_1}!1. 
Wo.  "  (51 )  \. - (  'tvt1 
R(ot, VI)  ....  &-0  Cv(I'I)'  ),/"'a  'l.J  . (e.'i\·~·H)-\  1: ~  (c(J'I>j 1M) 
mit 
.-I 
. (52)  (P. (cl. \  ~  ;  1M)  :e SeLa'  I< (  ~  I  ~ ;  w) .  ( e  \CJt 1  ~ 4  cl. r  J  J 
a 
Da s  Integral 1R.  sehRtzen  wir  im  Abschni tt ~ ab.  Di.p.  iihrj een  in 
(51)  auftretenden  Int~grnle lRssen sich durch die  Slhstitution 
't;::dlll.l'~  zurückfi:.ihren  Ruf  di e  im  Einschub  (Ziffer 4- unl  5)  anGeGe-
benen  In  terrA.ldRrstellunr"en  für  2(X}  und  G-",(C\.): 
.  .  ~ 
(-i  ~  ltll.~  _I  .  -1€tO  (\tl.!  e  -I  tH~) {  ~  I  l-1'':I'{1+ e  }  ::::  'Ioll  ')()  vl'!·x. 1<\+e
X
}  :::\!J.\- •  Sk':/'{~+e~r _~~'(~  .. 
o  l..t[ 
. ) 
•  I  • 
Setzen wir dies  1.n  (51)  ein,  vp.rwp.nden  den  in  (50)  für Ge(I«!) 
erhaltenen Ausdruck,  summieren  Rber  in  der  entRt~hendAn Doppel-
.  \M  l"'H  'l-~'\""i  \rn 
summe  um  nRC h  fallenn en  Potenzen  in  \01\  ,  d. h.:E  Z  =  L  i:." 
•  .  V::::Q  1",,0  1-''::0  "'''F''?"] 
mit ,C1" als TrunkRtion,  so  folrt das  Ergebnis 
~  -~~~ 
(54)  H ( cl,  \i\  )  = ~  c..,t \A)' ('l.v+-tH . 7.. {  '1. v-t1.) •  \ <i\ 
v::1)  w 
_  'f.':~ \  t'I.\-(r~).  FJ). (\et\)  • 2  C v( VI)'  ('2.  V.l-~) ! 
1';:0  f  1/=[  ...... '1.1  (l""'1~r)! 
+ 0:<.  (~,IA i~) J 
und  mit CI,\A)  n.us  (23)  und  ~ :.(7v..-·nh  ~ 
y  2v 
( 55)  r:!  ( «, "')  :=~  \ 01.\"  (1. v -+?~  2 ('l v n)' 2.  .  JL (  ~ -f-) . 
"p~  IM  ~  ...  .'l..  /. 
-z~'Jr(jAH) .f:,v(\.(\)  .:[ 2'11  (~-e)  .1I/(lVH-r)! 
/"'::0  v::( )«1 j  e-o 
+ 'CP.  L  cL,  Y\ i \'\.\)  • 
die Funktionen  1llC) und  "f,Mtlll\) wurden  in  (31)  bzw.  (46)  rmgegeben, 
und  es ist  ~::(z  ......... \)ll.'  Damit  ist der  Ausdruck(R-R) für  alle \1l1"?1 
exakt berechnet. - A  14  -
FUr  10.1»1.  könn~n wir  n  liJ,\~ ;'IJ,\)  .abschiitz'p.n: 
Mit  ~  '"  (l  .... -r) 'z.  folgt  mlS  (55) 
(56)  'PU,!  ~ ;\M)  :::  ~'2_  +  0(''11.\-'5)  +  O(~··_lr·-;  .;- (Q(I"I~J''M) J 
'I)  101.12-
denn  nR.ch  (46)  i.st  tjA(lol\) =O(f!.-'<'lj  und  Z('l..)-;.~TI0r(  (-~.(39)).  Ferner 
ist  O(e-ltI.\j/O(\~(")  -::>:  Ö  für I.A\.-)  ()Q  und  enoli  .. r.hes  v  . 
3.  AbschÄtzung  des  Inte~rAlp, 
Wir  schätzen nun  für  gr()~;p.  I~l  den  Wert  d(~~  R~pt:i 'I t"c;rals 
~ 




nach  'Oben  R.b. 
Der  Faktor (e'''I',;\  ~ -L r
1 des  Int0p;rll.nden  in  (52)  iRt  rOr  alle 
~€:-[Ot1]  positiv.  DAher  Hi.ßt  sich  ~f.!(d,~)~,.~)  auch  dann  u::h  oben 
abschätzen, . wenn  wir  nur  für  R(,l. ~j\'u,)  eine  Majorante  nuchen. 
Zunächst  folgt  aus  (57) 
(58)  Rl()\~)\M)  ~  0  . 
J 
Wo. 
(59)  R(1.,~.i\M)  2.'3_  2. 
'1:'1} 
C,,(~) 
F"  A.  ur ~ = - 1: 
Die 
(22) 
hatR(~,-L\M.) bei  ",,,,1  p.inen 
Reihenentwicklung 
~  p 
f~ ('1)  : ""  C  -1+  ~)  - (rt  - ~)  ~  --
'~  1  )  ::-
2.  )  2:  • 
P  1  .  (  .11'l.  o  'v 1 Po  - E  J  1 -) I»)  . 
ist konvergent  für  Ob  ~ ~d.  •  Der  Konvp.rgenzrAdius  hptriir"t  ~  ...  ~ 1.  . 
Flir  ~:= 1)  1  is  t  ~(\\) auch  noch  fiir  ~  '"  1  konvergent\,  jedoch 
nicht mehr  gleichmijßig).  Aus  (57)  folgt  we~en (22) 
()O 
(60)  R<,<\,  ~ 3 \NI)  :=  v~''1  (v{~). ~7.v+'l 
NACh  (25)  h8ben  alle  c'l(~)  f1ir  Y)./1.  und  p.;ep,ebenes  ~  r,leiches 
.  ~  ~~~ 
Vorz e1chen.  Wegen  ~  ~  'd  roi t  b"t- l} ,;  <l..  '1 o und 0 i'd!:- 1.  I  kann  <;l.~e  Summe 
g  b  N  Riehe  ,  S.  O,,(,tf.{(), - A 15  -
in  (60)  in oer Weise  mRjoriRj  r'T~t  "":>I'rlen,  dRß  811e' 't -Exponenten 
durch  den  niedrip:stfm  8uftretr-;nden,  n.:irnlich  (1."" +3)  ersetzt 
werden.  Wegen  (22)  für  ~=:1.  erhnl.ten  I  .  ..,ir  Rls  r'Asuchte  Majorante 
R  .....  O"A(~I~jv..\)  fUr  R{';11  ~.i"")den  AusdI.'u~k  R(I\J~jlMl·,t/.S  mit 
(61)  \  r;((~IS.i\N\)1  ~  tR(t{'~J1A  .• \\·,-{!M"~  =:IRIMQ~('~l~jlM)\  ~"~t1) 
wobei  mit  R(-1.
1 Sj\M.)  der durch  (5'1)  nefinierte  enrl1iche  Ausdrll.ck 
p-emeint ist.  Den  FFl11  ~ ::-1  wern~n wir  p;esonder1.  untersuchen. 
't 
_. R  .j.  R"1\j  • <:  f. R"""",' < +.,., 
-.  ~~o  -.1<  ~~ 
Wir  vergleichen  (62)  und  (63)  glienweiRe  nAch  Potenzen in  (  • 
Die  Koeffizienten von  ~<1  stimmen  überein : 
RI.l  :: R  ...  I\.~  0 
Also  ist  (61)  fUr ~=~ bestätigt.  Die  Koeffizienten von l'  lauten 
g  1  """  . R~  = S' 2.  - - L  c" (~) . ( 'l." + '1) 
V~.O  (64) 
~  ~ 
R  =  (2. """  +  ~) . ( 2  - ~- c~ q))  ·  IM, 1..  v:() 
FÜr  ~='3/2. verschwindet  (-~)~  fiir  f."'" 0  in  (62)  mit  höh8re'r 
Potenz  in (  Rls  R1'~  •  In  ersteT:'  Niiherunp;  hr:tben  wir daher  anstell 
von  (61)  für S  '::: "$/t  1 
(61)  I Ro  + R.,'i. \  ~  \ RQ  +  Rw./l.o1.'  t  \ 
.  3/,  IM 
zu  priifen.  Es ist  Ro =R(1,3/l.j\M)  ",i'1 _'3  1- ?,,\C,,(3/
t
)\. 
Mit  (25)  kann R( l.,'3{1.jWl)  für  jedeR  wo.  berechnp.t  werden.  Fiir  e;roße 
VV\  f"<:ht  Ro  Rsymptotisch  [':ev,en  (-: 0)  •  EinL"'p  Werte  sind in 
TR.belle  1  angegeben.  Wep;en  Ro~O  ist  (61).Hl.  bpstätir,t,  fRl1SR  ...  ~~Rd 
ist.  Aus  (64)  und  (65)  er~iht si.ch)  (d(R"""11.-I<~)/~w.  ;::.2,.R,C1.,3/2.j1M)),  i 
1.  (R  _  R)  ::::  VA'  R(11Lw..)  + [( l[i ~3) + f  ICv(3/z)\·(v-.nl· ; 
( 6F. \,2.  2.  W~1  '\  v.:.l 
Dieser Ausdruck  ist positiv.  Für W\ .. Ol~I'2.,!','1ISI(,13ind  die  nump.rischen 
Werte  in  TabelJp  1  ::l.ngegeben.  . - A  16  -
FÜli~ s =  1.h verschwl~(let R., • .(  fOr  ~-'> ~  von  hnhp'T'Ar  Potenz  in  ~ 
als (-l)  •  In erster Naherun~ h8ben  W1r  d~her  RnRtell~ von  (~~) 
!  t 
(61)-1.  \.  \ Re-MI f.  IRol)  odpT'  p:p.nRuer~  IRo+R"I'~ -\['=T\  ~ IR  +R  '.q 
i.1~1 U  .  _  !)  .ot'A~ ! 
zu prüfen.  Es  ist nun  Ra= Ni  ~~) - ;~'I I c'(l).  Mit  (25)  1c8nn  Ro
:='  R(A) 1 i IM) 
f1ir  jenes YII\  berechnet  wern on.  Filr  e:roße W\  paht  R Q  fls;rmptotisch 
gegen  (+0)  •  Einire  nU~Rrische Werte  sind in  TRbellp.  ?  angegeben. 
WeP.'An  RI)'>O muR  M  klfnner  sein  :118  2. Rn  ,  dAmit  (61)"  r;il t. 
W  (  )  .  t  d'  f"  b  '  .  I~.  )  eren t-)  -0  18 - . 1e  s  .  \lr  pepa  enes  IM  1mmer  erfüllbRr. 
D.er  Ausn ruck  für  Rw.~1IRutet)  C 'd (Rw\H  - Rot) I dIM'  -::::.  2..  Re)  ) 
,  ( SE) ) t  ~. (R  w.~  d.  - R'l  ~  =  ~. R  I)  + [(  f'z.  •  .{~  - 1)  + ~  2. CA -4-) · (" - ~) J  . 
Obwohl  R~ nep;F.l.tiv  ist, läßt  Aich  für  genüe.;8nd  kleines  ~(\AA)  <:  0 
auch  (61)",z I  10  erfüllen, (  ~.o  ...  Ttt..b.(>llQ.  1-),.  . 
Fi3r g=1./1 ,-"1. knnnen  wir  nun  dRS  Restintep;rAl' (52)  nh  ,'h,:it?ien, 
indem  wir  im  IntegrR.nil8n  R('tI13 i  IM} durch  die  MajorEmb~ \'  'AI~il.l-\)' {,LVi;" 
ersetzen:  ~ 
(cL..s  2.\,0-\.+'3  (l.t\"i  -1 
(67)  '(j( (0<.,  ~ ;  IM)  ~  R ('1.  ~ i IM.)'  ~ - ~ <l'  ~  •  e.  -4- 1. ) 
und  mit  (53) 
0( (IX. S j l,U}  '=  1<.(11.  ~ i IM}  • lall-(J.1M+4).  ((ZIMtS)!' Z  (2I..«Jr4)  - G-t  ..... +~ (I~I)) } 
lw.~ t  . 
--~  'I."",,,,~.p  "/  +Ü'  ~ 
::::.  R(tll~it.U.)  • {Ul.t.t+"!»I  •.  z(lu..t  .... lI)- ~L  l..tl  .....  'I "FLA{I.tI) 
lol(t ....  .,  ,u."t>  (h  ....  l-p.).  r-
1. .... H, 
(68)  'lR.(J.,'S,'w.)  ~ ,R(~'~it,a.A),(llM.+~)I,  , f  Z(2W\+~)  - ~\  .....  ~""'~)I'.f(·l""'-I"!.-Lo)~)~~ 
\  , "''''''+'\  ~  r  .t.  .  ,.,...",~ 
Wegen  (37)  und  (4F;)  wi.rn  fi1r  ("roRe  W\  und \01.1  der  Au.so.ruck  in  c'1f"r 
(  0  r.  lw+l  \,).\1  KIA.mrner  p:leich  11.  - \/J.\  ·e  ..  Der  dRvorstehenEle  Faktor wird  für 
festes loH  aber  unendlich,  fl1l1s  ~v\~ co  •  Die  Entwicklune;  des  Inte-
grA.les  ~ ist daher  (mindestens)  semikonvergent.' Zu  jedem 
v~rRerebeneß~\ gibt  es  ein  grMßtes ~ ,  sod~ß der Restterm  noch 
sicher genügend klein ist. 
In  (51)  hatten wir  dF.l.S  Intep;r81  R{d,'l)  entwickelt  j n  m  SummandeJ 
und  das Restglied  ~(oll S  j IM) •  Das  Restglied 7R...  ist in  (68)  durch ~~~  , 
Flbp:Bschätzt.  Da  für  geF;ebenes lotl»1.  w< ..... ~  für IM-> 00  über  811e 
Grenzen wächst,  wir  aber R  (0I,~)  durch  elie  ersten \N\  Summanden  von 
(51)  approximieren  wollen,  ist  ?iU  fordern,  daß  6(1M~ mindestens 
kleiner ist als  der  VIA-te  SummFlnd  in  (51). 
/1R. ""'~ (  d \ ~ j  W\) I  ~ .)  R (cl \ ~ i  w-) I  ) 
oder mit  (68)  und  (54)  wegen  Z.(2.\M~2.)-)1.und  ohne  die  zweite  Summe, 
h  f "  .1..,-v  ~(e-ttl.jld.\) ist,  welc  B  .ur lell,),)  ,  ) T:1 bell~ 1  ==:::!=:::;:;::===== 
. g:'!ih..  C"",,(lhJ  1<" '" R(4 ,l)~)  IN\'  Ra  C"J, "ml!  iiRW"~~?:~~~1 
1111\=0  +3.0000  .:; 0 .1715  0.0000  +0.181  +0.181  1 
1  -0.1250  - 0.0465  -o.0L.!-fi5  n • 'Hi '1  0 • 1 3/+!  2 • 7 
2  -0.  0?3L~  -0.02?11  - o.  oL~62  O.;'loLJ.  0.158 
I 
6.8  I 
3  -0.0088  - o.  0'1'~3  -0.0429  o .1 Q9  0.156  I 
11.f) 
4  -0.0044  - 0~ooQ9  -0.0396 I 
0.194  0.154  15.7 
5  -0.0026  - 0.0073  -0.0365  0.191  o .15/~.  20.9 
I  6  -o.001S  - o. ooS?  -0.0~LI·2  o.  '18Q  0.1 S5  ?7.4 
Tnbelle  2  ======:;::==:::::=  l. :.  O. 01 
!=  :/~ _~~~~dL- Ro~~;J~\L\M)_"-o:'~~7'-- :·~~·:~~~~-_J~;f:ßL 
I R.t-t~.:i-RI 1<0+  R....,  . ~  -,---...... __  ..  ____  ,  ,0:L. 
o •  1~·1 :)  0 .h1 3 
1  0.125  0.288  1.022  2.466  6.8 
2  0.055  0.233  1.297  2.932  13.4  0.217 
3  00034
J 
0.199  1 •.  ~35  :1).3'>020.5 
4  0.022  0.177  1.733  I  ~.~84  29.8 
5  0.016  0.161  1.809  I  lj·.oofi  39.6 
6  Q. 012..  --.-.Jl  ... jl±5L.  <l(~L_~±  .  ...3.o..?l  .5.::1  ... -1 __ _ 
r~~~~~1~=~= 
S =-"'/1  CW\ (_"h.)  Ro~  R(1~J;"") I  l<:XlMÄMl  I 
\M~ 0  .1  .000  1.707  1.91 
1  0.625  2.3')2  3.5 
2  0.492  2.814  6.0 
3  .2·~1~.".  3.g32  __  8.0 
4  10.0 
5  12.0 
6  14.0 _l  - --- '-
--~  .-
I 
• und  c1A.rtHIS 
(69) 
- A 17  -
\R(I\,~ j"'!JL(2V'~~))  /..,  J  "( '/./\  ~.~") \  .  (2, IJA  -+  ".  ~ 
'-'Mti. 
1<1.\  \0<.(2.. .... +4 
I  <XI  '~'2'\ /I~_~.il 
:;.>'".  V  c\M( r, 
. 1 
( 
l  r:  }\ 
.  IN  +:J.w ""}  .  '.  ...  "" 
NumprisrhA  Werte  für Ic( ..... \'"'(~\ w.) I  .fiir VV\=o,1."",b  und ,5'=1:,t  sind in den 
Tabellen 1  und  2  angegeben.  DAmit  ist die  8t~irke der Semikonver-
genz  von  R{t(t ~i IM)  nach  oben,',qbe;eRch}i tzt. 
Wir berechnen nun  OJ.. (o<8i (11)  für 'S::: - f  ' 
DAS  Defini  tionsintep;ral  für  0.1  (siehe  (5?») 
.  ~  -I-i...  f 
spalten wir  Ruf 
konvergent ist,  in  S~::o  5J~  +  ~  ~  •  DR  (22)  fürO~~>u~>:1 
o  0  1-1, .. 
kBnnen  wir  im  ersten  Term  Intr~rRtion und  Summation  vRrtRuschen 
und  erh.qlten  nReh  der Substitution i,,:-:~·:1',  () 
,  1>0  -1- l ... 
,  ~  (..I"  1v+1  loll'~  _1.  (,  R('  ~ 
(70)  0< (oll-r l~)  :::  '{_  j  vvtJ'  '~v'  ~  ,(e  +1)  +  j~f'  "u)~i; 
V~"'f-~  0  -j  ... 
N?cch  Ausführung  der  Inter;r?cle  ~1J;;  mit Hilfe der Substitution 
o  0  ~  " 
~;= \01\.\.1  und  mit  (53)  bleibt nAch  der Umsumrrd,nrung'!:.  = L:  mi.t  v=:k+ 
()  Ir:  ..... <!  M":t. 
110 
'0<, (0( I -111M.)-:::  (\~~\  t~?JJ,  ,-~:  CI-t4.~ • I  D1( 4+1.  /  (2. (~~  w.*i'J)  •  -{ ~~~+_~!~A.7,"~tt 
'"  {--;:'1  (  2.  IM f:> ) I 
C'()  2..b.,HtMl:1  • 
_  0;;::---'- -!"H~)  llHll4H-r  _  '\.- c  '  '(lIH2w.+-~.)!· L:::  l.tl  .(-1.(1\\.)  •  ~(rcll'(.f.'f  ....  ))  L  h. ... v\II.  p.  ... Q  --------,. 
R=1.  (J.1t t'l  Wo  .. -i -I') ! 
+  i°A-i' R(I\H )-t.i\M)· (e
IIlHN
)+ d.r1.  .. 
-(~  , 
Die  zweite  Summe  wird  nach  potenzen  von  roll  geordnet, 
Cf 1) 
Im 
1«1H,-tjw)den  in  (57)  angegebenen  Ausdruck  ein,  den  wir an der StellE 
S ::::.  0  entwickeln  und  nRch  GliedArn  mit  gleichen  S  -Exponenten 
ordnen, 





r  (-t).?-(}H~)  er  :;::::;  t-)'  JA  L 
Setzen wir nun  (72)-(74-)  in ans  Integr;:tl  j.  '71  ~  fün  und  ent-




-;"  i  fiir  :'llle SE (0,  ~""  \ 
in eine  Reihe,  so  erhnlten wjr 
o 
(75)  S  JE ' R(~-cS\ • L  w.)'(el"'H.j+~ 1 \ _i 
-t_ 
Durch  (71)  und  (73)-(75)  ist  d~r in· (70)  anßAgebpnp  ~0~tterm 
berechnet. 
Das  r;enaue  Konvergenzverhnltr-m  dieser  I,ösunf"  ()«(o.:·,·L"""E",,) 
für ~  (o<,·1;WI) ist verwickel t;  es  wi rd  be'stimmt  von  der Wahl  der 
Grnßen cil  W\.  und  ~IM'  Wir  geben  eine kurze  Übersicht: 
Der Ausdruck  in  (75)  wird  für  asymptotisch  ßl'oßp.  loll  und 
endliches m  proportional  zu 
O(~  'e-loll.Ctl-tl<A))  • (0(1)  + O(,{)  '"  O(\~\· n:.)) 
Die  beiden großen  Summen  in  (71 )  werd.en  wegen 2  (l~t- 'l.W\  +  ....., 1  gle 
(2\N\ +3)!  ..,.  0 (_hU'("'-~"')  ~:I.  ) 
1.1.1 'l.."", +'1  """'+1  e  ·loll) 
mithin 
(76)'  eVw-.  '3{(c{,-{iIM)::':  (21M+3)!  ,c\M~~(-4)  +O(ttl'e-IO(I'(~-f'"))'(O(1)+O( 
0(.. _) _  co  IIXI 21M'" 'f 
. Die  Wahl  von  i_ ist frei[1'Astell t,  falls nur  0 ~ lov. < 1 . 
Wir  denken uns  fw.  so bestimmt,  daß 2l«ol.,-ti lM,i  .... )  bezüglich der Wahl 
von  E"",  minimal wird.  Dieses  so  bestimmte  ~  .....  =~.....A"'{c!.VA) hängt  von  IN\ 
und  1<A.1  Rb.  FUr  asymptot,isch  groß81<i1  und  vorgegebene  s  YYt  vermuten 
wir nR.ch  (76),  d_aß  ~v.MM(o(-')-oo,,,,,)=Oi8t.  Für  festes  0(  daeegen  wird  zwar 
für ilM~ 0  der  Wert  des  Ausdruckes  (75)  immer kleiner,  doch  wird 
.  . 
gleiphzeitig die  Konv~rgenz der  (~-Rbhängißen Reihe  in  (71) 
immer  schlechter.  Daher wird  sich i.a.  ein  von  Null  verschiedener 
Wert  für  ~  ..........  (."LI  VIA)  ere;eben. \\  - A  19  -
\\ 
ill 
Die  Stärke-dAr  Semi  konvp.rp:en7,  von R  (.;  -1j w.),  (si ehe  (54)), 
lRßt  sich  Rm  einfachsten beschreihen  dllr~h  (-'d.ne  "SAmikonver-
penz-Bpdin~unf~ für ~ und  ~  ,  in  der  wir  Fordern,  daß  der 
Restterm ?Red, -li  \NI)  kleiner  ~,P in  soll,  Rls  "er  ~  -te  Sllmmr-md 
von FHol., -ti  WI.).  Ji'iir  loIl>'d.  erhnl  i~rn wir  aus  (5/~')  und  (76) 
, c"",(-t)·(LI.IA+1)\  (2w.~3)1  (  4) 
I oll'1.~+'1.  ~  ~-;";-~-ii-'  - •  Cw.+~  - 1.  • 
Mit  (25)  ereiht sich 
Numerischp.  Werte  für 1.i~1  für "",,.0d,l,  .... ",  sind  in  1]'1nl\pJle  :-;  rmc;e-
rrAbAn.  (77)  ist nur  als NKhArung  fUr 10(/,»1.  zu  l1ptJ't-lchten,  dFl. 
wir  von '(76)  Rl1S,P'e0'anpp.n  sind;  eine  r:ennue  ßesf;:i.r1mnnr;  der 
Semikonvp.r~enz-Bedin~un~ h~t von  dem  exakten,  norh  von l_ 
bzw. l~(oIt"")  Rbhii.np'i("!=m  komplizierten  Ausdru~k (e'1), (T3)-
(75))  fUrö{(Il{,-l;IM)  rJ11szup-eh on,  doch  ist (77)  r
l
:}  r'r:d.l  ihrer 
komplizip.rten  Str111d1lr. 
Fiir 5>=  A,O  sind  die  Int.epTFlle  R(<>ll3)  exnkt  li  ''',,1.1'';  A8 
tretAn hier keinp.  Resttermp·Fl.uf. - A  20  -
Das· Ergeb~is der Berechnung  von Vg ("'tl)  für  <ll..  ~ 0 ,  \0{\ '))1 , 
t,:::-1,ist  durch-die  Gleichune;en  (15),(20),(55)  sowie  die Ab-
schätzungen  (68,69,75,77)  ge[!,chen.  Die  ersten Glieder Ittuten 
\  ~ 
(78)  S!·  ~ (01.~  ~  ~~.:< .  (  i  +  i7"  '~'(~+i)  :  )  + 0 ( 1"1""')  J 
H, 
.folglich weg  n  (~1R) 
(79)  + 0 (I~I~·~). 
Für  ~=~  und· h=1.  is:t 1  ... 0) exakt  lösbn.r:  aus  (15) ,(20)  1 t 
0, 
(53)  sowie  (50)  folgt 
1. 
J
'IP  (-1).- ~'f'  .  (J  +  1..  (.Ir  - [::(1-'1)))  >I  111..  - •..  "'l  i;(i~ .,  IA'"  I 
(79)1  J,.  (cO· - w.  . ( 1  .2. - A 21  -
a)  E~!=§.  ta  :th!2. t i ~_  b e  !_~  i  t:th~!:~EJ2.!!~~E~~!2e.!...J..:':~_  3 ~  ~_  • 
'Für ')=1,  entsprechendc(:::O,  (denn  e-Ot..:::.~)  18.utet  dlls 
Integral V"  (cl. t)  ,  (siehe  (10)), 
(81)  V"$  ( 0 ,  (.) 
-1  ( 00  ~  1,  -'1 
==  _. J{h·?: '(e -l) 
!\'!  0 
Für (.  <:: ti  sind dies  gerade  die  Grunclint.ee;rnlp.  (33.3'+)  mit 
speziell 0...:=1  und  RI=  ~.f.d.  •  Also  folgt  fOr  Fermionen 
(82)  V-S(O,-1)  = Z{~+1) 
und. für Bosonen 
v  ~ (  0, + 1)  ==  ")  (': ) 
~::.1  fUr  Bosonen  entspricht  jPooch  niC'·;t  mittJen;r  I~ntartung, 
sondern  dem  Grenz fall vollstiino tger Einsteinkon/lens  tion  (.6. 
S.  A1).  Diesen Fall behandeln  wir  in dieser Arbeit richt. 
Die  numerischen  Werte  für Z  (~+1) und  ~ (~)  für  ~ ~ . L  0,  1,  1, ~ 
sind in  (39)  angegeben. 
Für Fermionen  (t..  ... -1)  ent',vickeln wir  nun Vs  (0()  an der 
Stelle ot::: 0  : 
(84)  V rs  (0( I  - {),  :=  V  ~ (  0  I  - 1 ) 
Mit  (10)  folgt 
V~Lxl-1) 
00 
-!  r  'J  (  l:  -1.  (  ,,-1  ?)  ::  ~t' J  J.~  , l  '  ,,+ e)  ,  1  +- d..  • (A ~ e -)  ~./ ..  ,  • 
o 
Der erste Term  ergibt wegen  (82)  Z(~+1) ,'Den zweiten Term, 
den wir mit  ')(.(~)  bezeichnen, 
C>II 
.{  (,  ~  ~  -1.  "  -1.. 
(86)  )(.(''5)  ,:;:;  S!'  )o"'l;'  ~  .  (1+ e  )  . (1+ e- ) 
schijtzen wir zunächst  nach  oben  und  unten  ab.  Der Faktor 
(i + e - ~) -i steigt monoton  an  vom  Wert t  für e =0  bis  zum  Wert 
1  für ~:: 00  ;  ersetzen wir  ihn  einmal  durch 1  ~  zum  anderen 
durch 1  ,  so  haben wir  x{~)  eingeschlossen zwischen  die 
Schranken: 
(87) - A  22  -
Wir  berechnen nun  einen numerischen Näherungswert  fUr 
'(.('S').  Dazu  formen  wir X(s)  aus  (86)  um  i.n 
(88) , 
entwickeln  den  Faktor("+e-"l,)~l.  i.n  eine  Reihe  nach  Potenzen 
von  r:- -i  - e-l. 
und  ~etzen diese lieihe  in  (RR)  p,in:  Es  ist 
I  fI(1  v  p:) 
(90)  )(.{~  =  \  "'~'L  tV~<\l • .L.  (-/.(~).  ~  J~'l~'e-(f'Hl'~ 
\  •  '(I;Cl  1..  ?  ""  ~  ,  0 
denn  (8Q)  ist .,w~g~n  O~  ~.; i  für  l:- ~[o,co)  gleichmäßie;  konverr.;ent. 
InterrRtic;m  und  SummAti.on  in  (90)  sind  daher  VAr.tflllRChbfl.r. 
Weren  (26)  ist 
(,~  s'  -(f'I~4)'l:  ("  ~H  r"'~  !  _)(  =- (l.-)'S+~ '"',  (91 )  . J o Oll:  •  l: . e  :oe  ,......41)  • J
o
.  .)(". e  ,,..,~ 1  .)  • 
und  damit  fol?,t  a~s  (90)  dRS  Err,cbnis:  . 
(92) 
~  ~  ~ 
()  ~  .  ~+'\)  "I)'" (v) (  .  }-c ~041)  1. L..~  ~  .• (" ) 
)(..  CI  .  '=  L  ~  . L  ~ - .  F  .  r~  'I  =: :  l)  v  ~ 
.)  '.  v= tl  a;  #::-1)  If  " ::0 
In .der  foleenden  TAbelle  4  haben  wir  für ~-=  2.  ~~ i  ,  $::- -1.0, L 
i, t.  die ZRhlen  Bol  (~),  sowie  X(~)  'und  zum  Vergle ich  ~.  Z(~~1)  und 
llS~~)  angegeb~n. 
TRbelle  4- =========== 
~  h.  Bol  BL  BI  B~  Eil 
3/2  4  0.R236  0.537)7  0.~1h1  0.1790  0.0987 
1  :;  0.7500  0./-1-58'3  0.2604  0.1427  0.0766 
'1/2  2  0.6472  0.~652  0.1  Q70  0.1044- 0.054 
0  1  0.5000  0.24-99  0.1?4Q  0.0625  0.031 
'.  , 
-1/.2  0  0.2Q45  0.1248  0.0790  0.0280  0.014-
) 
9  V\  t Z(~H.)  ')(S'(~)  Z (~+i) 
3/2  4  0.434  0.738  0.869 
1  '3  0.411  0.672  0.822 
1/2  2  0.382  6.592  0.765 
0  1  0.346  0.492  0.693 
-1/2  0  0.?)03  0.380  0.606 - A 23  -
Die. in Tabelle  4- iHr X(s) angegebenen  Werte  sind die Teil-
summen 
5 
. X s  (~)  ::  ~. ~  13v<  ~) 
Da  in  (89)  alle·Sumrnttnden  der Hethenentwicklung positiv 
sind,  sowie  wegen 
. (93) 
stellen die  endlichen Teilsummen j{IM(~)  nicht nur eine  Nähe-
rung,  sondern darüberhülBus  eine  neue  Abschätzung  von l{(  ~) 
nach  unten dar, 
(94)  , 
die,  wie  die  Ta~elle 4  ausweist,  wesentlich  schHrfer ist als 
EZ(~+i)  • 
Für  'J.A(~) erhalten wir  dur~h Einsetzen von  (85,86)  in 
(11a) . \' 
\i  - A  24  -
\\ 
b)  Q!~_!~~~rd_~~~L~0_fQ~_~~hW~b~_~~~~~~~S-~~~~~~!_~ 
1.  Fermistatistik 
Für (I,.," -1.,  «') 0)  en  tRprechAnd  "fi'ermi:d:n  +. i. ~tjk mj +.  11  ,.,(' h1v{)_ 
eher"  EntF.!.t'tung  knnn  im  Intp("'r'~ll  ,  ""- ~ ~  , f\,  f  I  I 
"" 
(96)  V~ (  ol.  )  0  I  -1)  : -::  . "  (I  "  i!  .  ~ 
.  (,,-.1;))-1- der Nenner (1.f.e.-
werden: 
und  dar~l.Us  we~en (26',  (40)  hzw.  (46) 
O!:l  _ (~H.) 
(Q7)  V~(cl)OI-1) =  - L  (_e-et)'"  v 
v::.., 
;::..  - ;[  o,H  ( - e  -et ) 
=:  ;  (01.) 
Wep',en  (49)  p;eht  (07)  f\lrc:{~+O in  V~(o,-1)=lfS+i) Üh(~T'. 
FUr  Froße  positive (/..  ,0('»)1.  er"lr>l tAn  If/ir  81]8  ( 
dritter Näherunf,  in  ~:=e-~ 
•  (82)) 
jn 
(98) 
_..t  -2....  "- ~H-oi  _"301  (-1  ~\1. 
=  e  - e  . ( i)  + e  .  3)  -,' .,. )  01»  i. - A  2r::;  -
2.  Base-Statistik 
FUr  ('L=>  H, 0(>0)  krmn  der  N0nnp,r  deA  Jnter;rals 
\I  )  A  (  llo7  ~  ('H~  -1- (99)  Vs (t,D ()  I  ... 1.  ::::~!·)o J. '!,. 'l.'  e  -1) 
ebenfAlls  entwickelt  werden.  Mit  Hilfe der Pnkursionsfor-
mel  filr  )('\= e
ll1U
,  '>  1 
(100) 
-1.  _1  -1-
(1:-1.)- ==  <'1+  -i)  +  2· (x
t-1.) 
( 1 0'" ) 
110 
--1  <;;'"  P  z'J,  - i 
(>t-1)  =  L  2  .  (t.,  +1) 
JA=O 
Rr>tzAn  ,,:,:tr  dies  in  (q9)  E'd.n  'lnn  verr,leichen  mit  (9Fj),  AQ 
h,"hpn  wir die V rs  -In  tr>(""T'ale  fiir  Bosonen  zur\.\ckp;e flihrt  Ruf 
Rolche  für  Fermion~n: 
(103)  V 3  (  c(  I  + i) 
ZUSAmmen  mit  (q7)  ist Also  ~(d,4~ berechnet. 
FUr  p:roß~o{:>1.  ist es  si.nnvoll"  den  AUS  (102)  "·it  (97) 
erhAltenen  Ausdrur.k 
(102) 
Auszuschreiben  und  nRch  Potp,nzen  von  e-~ zu  ordnen.  Das  Er-
f"P,bnis  laut  et: 
~  '( e-..t )"  . (~)''''-1  (104)  VI!.  (~\' +1)  :::  ~  v 
\\i  ::::  ;t  ~a (e  -01.)  • 
Aus  (97),  (  02)I~nd (104)  fol~t daher eine  Relation,  die 
t!M()(~ mi t  ~~~- ) v.erknUpft: 
(105) Anhang  2  z 
Leben§.1auf 
Am  11.1.1935 wurde  ich,  Eberhard Rainer  Herwart Hilf, 
. als viertes der fünf Kinder  des  o.Professors  der forstli-
chen Arbeitswissenschaft Dr.  Hubert-Hugo  Hilf und  seiner 
Ehefrau Charlotte,  gebe  Büsgen,  in Eberswalde/Mark Branden-
burg geboren.  Im  Herbst 1941  wurde  ich eingeschult.  Nach 
dreijähriger Volksschulzeit  bestand  ich die Aufnahmeprüfung 
für das Gymnasium  in Eberswalde.  1945  flüchteten  wir  in  den 
Westen  und  fanden  in Reinbek bei Hamburg  eine  neue  Heimat. 
Dort  legte  ich Ostern  1954,  nach  9 Schuljahren  an der  Sach-
senwaldoberschule  Reinbek,  die  Reifeprüfung  ab  und  begann 
im  gleichen Jahr mit dem  Studium  der Physik und  Geophysik 
an  der Universität Hamburg.  Mehrere  Semester studierte ich 
an  der Universität München,  der Technischen Universität Ber-
lin und der Universität Frankfurt.  Hier bestand ich im  Juli 
1963  die Diplomprüfung. 
Am  10.7.1965 habe  ich Sigrid Hilf.  gebt  GehreIs,  aus  .  . 
Warstade  N.E.,  geheiratet. 
Seit März  1964  bin ich im  Institut für  theoretische 
Physik der Universität Frankfurt/M.  mit der Verwaltung ei-
ner  Assi~tenten~telle beauftragt. 
\\ . Meirie  akademischen  Lehrer waren  in' 
'(;  Theoretisohe  Physik,  .prof  ..  ))1'.  .,.1 ordan,  Prof.  D1'.  Ha.ag 
Prof.  ]1'.  Lehmann,  Prof.  ]1'.  Th:.ds8 
Prof.  Dr.  Si.1ßmann, 
'.  Prof.  ]1'.  Moliere, 
Prof.  Dr.  Päsler,  Priv.-Doz.  ]r.  Just 
Experimentalphysikt  Prof.  Dr.  Neuert,  Prof..  Dr.  Meye1' 
;  :  Prof.  Dr.  Gerlach,  Prof.  Dr.  Raether 
!,;.' 
Prof.  Dr.  Boer80h,  Prof.  D1'.  Gobreoht 
Prof.  D1'.  Heckmann, 
Prof.  Dr.  Jentschke, 
Frof.  Dr.  Honerjäger. 
Mathematik:  Prof.  Dr.  Witt,  Prof.  :01'.  Burem 
Prof.  Dr.  Braun,  Prof.  Dr.  Stein 
Prof.  :01'.  Seebach. 
Meteorologie:  . Prof.  Dr.  Raethjen,  Prof.  Dr~  Brooks 
Prof.  Dr.  Geiger,  Prof.  D1'.  Hofmann 
Prof.  Dr.  Georgii,  Prof.  Dl'.  Hollmann 
Chemie:  Prof.  ]1'.  Sohlubaoh 
Botanik:  Prof.  ]1' •  Mevius,  Prof.  ]1'.  Hilf 
Arbeitswissenschaft,  Prof.  D1'.  Hilf. 
Ethik und  Religions  . Pror.  D1'.  Thielioke • 
Philosophie c .  Prof.  D1'.  EJngi8c~. 